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Probeklausur zur LV Numerik fiir Informatiker
Loésungen

Aufgabe 1

a) Berechnen Sie die LU-Zerlegung (ohne Pivotsuche) der folgenden Matrix:

3 2 1
A=16 6 3
9 10 6

[t

b) Losen Sie mit Hilfe der LU-Zerlegung aus a) das lineare Gleichungssystem Ax = b fiir b = (8, 21, 35)7.

¢) Warum ist Pivotisierung bei der LU-Zerlegung fiir manche nichtsingulire Matrizen notwendig? Geben Sie ein
einfaches Beispiel an, wo Pivotisierung notwendig ist.

Losung
a) Da
3 2 1 1 0 0 11 T2 T3
6 6 3 = 21 1 0 T22 T23
9 10 6 131 132 1 0 0 33
=A =L =R

3
gelten soll, ergibt sich somit durch a;; = > ligri; die Gleichungen:
k=1

3 = 1xr1+0x0+0x0 =ri=3
2 = 1xrio04+0%xr99+0x%x0 =119 =2
1 = 1%ri34+40xr934+0xr33 =rig=1
6 = [99*3+1x04+0x%0 =y =2
6 = 2%x241%1r99+0%0 = T9g =2
3 = 2x1+1x%xro3+0xr33 =193 =1
9 = I33%34+1I32%x0+1%0 =131 =3
10 = 3#2+132%x24+1%0 =30 =2
6 = 3x1+2%x14+1x%xrs;3 =131 =1

Somit lautet die LU-Zerlegung;:

L=

w N =
N = O

0
0 bzw. R =
1

S O W
O NN
—= =

Alternativ: Mit dem Gauflverfahren erhilt man

3.2 1 321
6 6 3| n-2«(1) =10 21
9 10 6 ) (III)—3x(I) 0 4 3

O NN
— = =

3
= 0
(IIT) =2« (II) 0

Mit den Koeffizienten 2, 3 bzw. 2 und dem Ergebnis des Gauf3-Eliminationsverfahrens erhélt man

0 0 3 21
L= 1 0 bzw. R=| 0 2 1
2 1 0 01

W N =



b) Als Losung des linearen Gleichungssystems erhilt man aus
Ar=b=LUx=b= Ly=bund Rr =y

schlielich mittels Vorwirts- bzw. Riickwirtseinsetzen die Losung:

1 0 0 Y1 8 Y1 8
2 1 0 Yo = 21 | = w | = 5
3 2 1 Ys 35 Y 1
3 2 1 Iy 8 T 1
0 2 1 T2 = 5 = T2 = 2
0 0 1 T3 1 T3 1

¢) Schon bei dem sehr einfachen Gleichungssystem, wie z.B.:

(L) ()-(1)

funktioniert die L R-Zerlung ohne Pivotisierung nicht.



Aufgabe 2

Es seien

a=[1 8] = (30)- 5= (3)

a) Geben Sie die Losungen z bzw. & der Gleichungssysteme Az = b baw. AZ = b an.
b) Bestimmen Sie die relativen Fehler in # und b in einer beliebigen Vektornorm.

¢) Erkldren Sie den verhiltnisméBig groBen relativen Fehler in z in Bezug zum verhéltnismiiig kleinen relativen
Fehler in b.

Loésung

a) Losung der LGS’s

| — |
—
— O

2
Il

8
I —
T~ — O

b) Relativer Fehler in b

Tewrsal
16— bl 01 )l o1 1
Ibllo | 1.9 H 2.1 21
2.1 )l
Relativer Fehler in
n(‘l)n
2 = Zlloo _ 1) }:1
1 oo

c¢) Inverse von A

det(4A)=1-1.1-1-09=02 A'= % { 11 —09 } = [ 55 —45 }

-1 1 -5 5

Kondition von A

B 1 09 - 1y [ 55 —45 _
4l = 17 97 [le =21 14 =1 | °3 715 |1 =10
K(A)oo = [|Allool]A oo =2.1-10=21
Abschétzung
|z — &0 1 — Blloc 121
2] [1b]loo 21 21

Wie man der obigen Abschitzung ansieht, verstiarkt die Kondition der Matrix den relativen Fehler in b. So kann
es zu dem verhéltnisméfBig groflen relativen Fehler in x kommen.



Aufgabe 3

Die Funktion f(z) = cosz soll im Intervall [—7/2, 7 /2] interpoliert werden.
a) Ist eine lineare Interpolation mit den Intervallenden als Stiitzstellen sinnvoll? Bergriinden Sie ihre Aussage.

b) Man bestimme das interpolierende Polynom p zu den Stiitzstellen —7 /2, 0 und 7/2.

¢) Mit Hilfe von p bestimme man eine Niherung fiir f:ﬁ 32 f(z)dz und vergleiche mit dem exakten Wert.

Loésung

a) Die lineare Interpolation mit den Intervallenden als Stiitzstellen ist nicht sinnvoll, da die Funktion in den Inter-
vallenden jeweils den Wert Null hat, allerdings im offenen Intervall echt grofler als Null ist.

b) Eine Moglichkeit das Interpolationspolynom zu bestimmen ist, das folgende Vorgehen:

Gesucht ist p(zr) = a + bxy, + cxp? = yr, k = 1,2, 3. Dies fithrt auf das lineare Gleichungsystem

1 —m/2 (—7/2)? a 0
1 0 0 b | = 1
1 w/2  (7/2)? c 0

T
Mit dem Gaussalgorithmus erhélt man ( a, b, c )T = ( 1, 0, W ) und somit das Polynom

z? 4
p(m):l—Wzl—ﬁx

Natiirlich kann dieses Polynom auch mittels Lagrange-Interpolation bestimmt werden.

c) Es ergibt sich

und
5
/ cosxdr =sinz|2, =2
2

so dass sich ein Fehler von e = 0.0944 ergibt.



Aufgabe 4
Gegeben sei das Anfangswertproblem y”(t) = —y/(t) + t2y(t), y(to) =0, ¥ (to) = v1.

a) Reduzieren Sie das Anfangswertproblem durch Hinzunahme zusétzlicher Variablen auf ein Anfangswertproblem
fiir ein System erster Ordnung.

b) Fiihren Sie einen Schritt des expliziten Eulerverfahrens durch. Dabei sei to = 0,h =1 und vy = v; = 1.
c¢) Fiihren Sie einen Schritt des impliziten Eulerverfahrens durch. Dabei sei to = 0,h =1 und vy = vy = 1.
Losung

a) Mit den Variablen y;(t) = y(¢) und ya(¢) = y'(¢) erhélt man fiir § = (z;) das System 1. Ordnung

- S, o S, o 0 1 Y1 - Vo
Yy ( ay)v ( ay) ( — s +t2y1 t2 -1 Yo ) y( 0) ”

b) Das explizite Newton-Verfahren
Jis1 = P+ hE(t i), k=0,1,2,...

ergibt fir to =0und h=1y =1, =1

() ()-0)

c¢) Wir verschieben aus Ubersichtsgriinden den Iterationsindex nach oben:
gk = g8 pFD gy g —0,1,2, ..

ergibt fiir t =0und h=vyg =14 =1

M) i -
A0 [ % —<1> (0 1) i (1 _1) o _(1)
Yy = - * - . |
( y M ) 1 12 =1 )\ 40 -2 N !
(1)
mit der Losung 4, = < y%l) > = < g >
Yo



Aufgabe 5
Bestimmen Sie die Ordnung der Approximation

y(r +h) —y(z)

o ~y(x),

d.h. bestimmen Sie das minimale p € N mit M —y'(x) = O(hP), wobei die 2. Ableitung von y(z) als beschrénkt
vorausgesetzt wird.
Losung
Nach dem Satz von Taylor gibt es eine Zahl £ zwischen & und x + h, so dass
h2

y(@+h) = y(@) +hy'(@) + 5y"(E)
gilt. Damit erh&lt man

ylx+h) —y(x h

PN =08 0y = Byriey = om)
also die Ordnung p = 1.

Alternativ
Es gilt:
Yo+ ) =y(o) +hy' (@) + oy ) + O(R)
Also
2 x — x
Wt —y(@) —hy' @) =y o) = o) = PEENZIO ) o

Also ist die Ordnung p = 1.



