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1. Aufgabe (6 Punkte)Sei f : [0, π] → R, x 7→ ex cos x − sin x.Die Funktion f ist stetig auf [0, π], f(0) = 1 > 0 und f(π) = −eπ < 0.Na
h dem Zwis
henwertsatz existiert ein ξ ∈ [0, π], so dass f(ξ) = 0, d.h. eξ cos ξ = sin ξ.2. Aufgabe (6 Punkte)Weil x = 2 eine doppelte Nullstelle und x = 1 eine einfa
he Nullstelle sind, ist

P (x) = a(x − 2)2(x − 1), a ∈ R.Es gilt: P ′(x) = 2a(x − 2)(x − 1) + a(x − 2)2 und P ′′(x) = 2a(x − 1) + 4a(x − 2), d.h. P ′(2) =
0 und P ′′(2) = 2a.Um ein Maximum in x = 2 zu bekommen muss a < 0 sein.3. Aufgabe (8 Punkte)a) x

(x + 2)(x − 4)
=

A

x + 2
+

B

x − 4
, A, B ∈ R,

b)
3x + 1

(x − 3)2
=

A

x − 3
+

B

(x − 3)2
, A, B ∈ R,


) x3 − 2

x4 − 1
=

A

x − 1
+

B

x + 1
+

Cx + D

x2 + 1
, A, B, C, D ∈ Rund d)

x + 1

x
= 1 +

1

x
.

4. Aufgabe (6 Punkte)Erste Variante:
∫

f ′(x)f(x)

2 + f2(x)
dx =

1

2

∫

(2 + f2)′(x)

2 + f2(x)
dx = ln(

√

2 + f2(x)) + c, c ∈ R.Zweite Variante: Mit Hilfe der Substitution t = f2(x) ⇒ dt = 2f ′(x)f(x) dx,
∫

f ′(x)f(x)

2 + f2(x)
dx =

1

2

∫

dt

2 + t
dx = ln(

√
2 + t) + c = ln(

√

2 + f2(x)) + c, c ∈ R.Dritte Variante: Mit Hilfe der Substitution t = 2 + f2(x) ⇒ dt = 2f ′(x)f(x) dx,
∫

f ′(x)f(x)

2 + f2(x)
dx =

1

2

∫

dt

t
dx = ln(

√
t) + c = ln(

√

2 + f2(x)) + c, c ∈ R.Vierte Variante:: Mit Hilfe der Substitution t = f(x) ⇒ dt = f ′(x) dx,
∫

f ′(x)f(x)

2 + f2(x)
dx =

1

2

∫

2t dt

2 + t2
dx = ln(

√

2 + t2) + c = ln(
√

2 + f2(x)) + c, c ∈ R.
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5. Aufgabe (7 Punkte)Erste Variante: Mit Hilfe des Mittelwertsatzes: Zu beweisen ist, dass ln(1+x)
x

≥ 1
1+x

für alle x > 0 gilt.Sei f :]−1, +∞[→ R, r 7→ ln(1+ r) und x > 0. f ist stetig auf [0, x] und di�erenzierbar auf ]0, x[. Na
hdem Mittelwertsatz existiert ein ξ ∈]0, x[ so dass
f(x) − f(0)

x − 0
= f ′(ξ), d.h. ln(1 + x)

x
=

1

1 + ξ
≥

1

1 + x
.Zweite Variante: Sei g :] − 1, +∞[→ R, x 7→ ln(1 + x) − x

1+x
. Zu beweisen ist, dass g(x) ≥ 0 für alle

x > 0 gilt.Die Funktion g ist di�erenzierbar auf ] − 1, +∞[ und für alle x ∈ [0, +∞[ gilt:
g′(x) =

1

1 + x
−

1

(1 + x)2
≥ 0.Daher ist g monoton wa
hsend auf [0, +∞[, d.h. g(x) ≥ g(0) = 0 für alle x ≥ 0.6. Aufgabe (7 Punkte)Sei T = π. Die Funktion f ist T -periodis
h und

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

(ak cos(kωx) + bk sin(kωx))

mit ω = 2 = 2π
T

= 2π
π
,

a0 = 2, ak = 1
k2 , k = 1, ..., 10; ak = 0, k ≥ 11,

bk = 1
k
, k = 1, ..., 10 und bk = 0, k ≥ 11.Daraus folgern wir:

∫ π

0

f(x) cos(6x) dx =

∫ T

0

f(x) cos(3×2x) dx =
π

2
×

2

π

∫ T

0

f(x) cos(3×2x) dx =
π

2
×a3 =

π

2
×

1

9
=

π

18
.
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