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Korrektur




Rechenteil

1. Aufgabe 12 Punkte
Gegeben sei die Funktion f: Dy =+ R, mit f(z) = (;__%2 .

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D sowie alle Nullstellen von f.

b) Berechnen Sie die Ableitung f’(z) und untersuchen Sie f auf lokale Extremstellen.
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Untersuchen Sie das Verhalten von f fiir x — 400 sowie an moglichen Definitionsliicken.
Skizzieren Sie den Graphen von f.

Untersuchen Sie f auf globale Extremstellen und geben Sie diese gegebenenfalls an.

Lésung:

a) (2 Punkte) Der maximale Definitionsbereich ist R \ {7} =] — o0, 7[ U ]7,00[. Die
Funktion hat genau eine Nullstelle bei x = 4.

b) (4 Punkte) Die Ableitung ldsst sich mit Hilfe der Quotientenregel bestimmen:
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Die einzige potentielle Extremstelle liegt demnach bei x = 1 vor.

Zur weiteren Untersuchung gibt es zwei Moglichkeiten:

e Variante 1:

Es gilt
" —(z =7 — (1 —2)3(x —7)
f (:E) - (ZE—7)6

2z +4
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und damit

J10) = g = 57> 0

64 216

Bei x =1 liegt demnach ein lokales Minimum.

e Variante 2:
Die Ableitung f’ hat bei z = 1 und & = 7 Vorzeichenwechsel. Fiir z < 1 gilt
f(x) <0und fiir 1 <z < 7gilt f/(z) >0. Aus Monotoniegriinden besitzt f also
ein lokales Minimum in z = 1.



¢) (3 Punkte) Es gilt
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d) (1 Punkt) Der Graph der Funktion sieht wie folgt aus.
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e) (2 Punkte) Aufgrund von

lim f(x) = lim f(z) = oo

existiert kein globales Maximum.

Das lokale Minimum in x = 1 ist wegen f(1)

eine globale Extremstelle.
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Jm fz) = lim f(z)=0




2. Aufgabe 8 Punkte

Betrachten Sie die Funktion
x® —4x? + 4z — 1

2 —-3x—4

fz) =

a) Fiihren Sie fiir f die Polynomdivision durch und bestimmen Sie die Partialbruchzerle-
gung fiir den Rest.

b) Geben Sie mit Hilfe der Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von f an.

Lésung:
a) (6 Punkte) Da der Grad des Zihler grofler ist als der des Nenners, muss eine Poly-
nomdivision durchgefiihrt werden:
5T — 5
3 2 2
-4 4 —1): —3r—4)=zr—-14+—5——"7—.
(x +dr—1): (" =3z —4) =2 +x2—3x—4

Der Nenner hat die Nullstellen 1 = —1 und x5 = 4 und besitzt demnach die Faktori-
sierung (z + 1)(z — 4).

Fiir den letzten Summanden machen wir deshalb den PBZ-Ansatz

5o-5 A, B
(x4+1D(x—4) x+1 z—4°

Die Zuhaltemethode liefert nun die Parameter
A=2 und B=3.

Zusammenfassend gilt also

2 n 3
r+1 x—4°

flz)=z—-1+
b) (2 Punkte) Es gilt
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1
= 5:32 —z+2In(jz +1|) + 3n(jz — 4]) .
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3. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben sei die 2-periodische Funktion f: R — R, die durch f(t) =1—|t| fir —1<t<1
definiert ist.
a) Skizzieren Sie f auf dem Intervall [—3,3] und entscheiden Sie anhand der Zeichnung,
ob die Funktion gerade oder ungerade ist.

b) Bestimmen Sie das reelle Fourierpolynom 3. Ordnung von f.

Lésung:

a) (3 Punkte) Die Skizze sieht wie folgt aus:

1

0.5 -

Die Funktion ist gerade (wg. der Symmetrie zur y-Achse).

b) (7 Punkte) Da die Funktion gerade ist, entfallen alle Sinus-Terme, d.h.

bp =0, ke N.
Fiir die Berechnung der a; benutzen wir w = 27” = 7 mit der Periode T = 2.

Es gilt:

4 [t 1,71 1
—— [ Q-tdt=2|t— =t =2(1—=)=1.
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Alternativ kann ag auch als Flacheninhalt aus der Skizze abgelesen werden.

Fiir £ > 1 gibt es zwel Losungswege:

e Variante 1:

4 1
ap, = —/ (1 —t)cos(kmt) dt
2 Jo Y~ ——r

u v’

o
i~

1 ! 1 1
2 { (1—t)— sin(/mt)] — 2/ (—1) — sin(knt) dt
——kr_ "l 0 ~~kr__

2 1
= [ - cos(k‘wt)}

W(l — cos(km))

( ey (1 (—1)’%)

1

0



e Variante 2:

a = f(t) cos(kmt) dt

2
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Typische Fehler:
® a) = %fg(l — [t]) cos(kmt)dt, denn f ist als 1 — |¢| auf [—1, 1[ definiert, aber nicht
auf [0,2[. Auf [1,2[ muss man schon die Fortsetzung von f benutzen.

e Ganz dhnlich fir ag.

Das Fourierpolynom 3. Grades lautet also

3
a
P3(t) = 70 + Z ay cos(kmt) bzw.
k=1
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¢3(t) = 3 + = cos(mt) + 9.2 cos(3nt) .



Verstandnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:
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Lésung:
a) (2 Punkte) Es gilt
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b) (3 Punkte) Es gilt
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¢) (2 Punkte) Hier gibt es zwei Losungswege:

e Variante 1 (Kiirzen):

N . z(z+1) ) x -1 1
lim = lim ————————— = lim = =—.
-1 22 —1 z——1 (:E — 1)(33 + 1) z——1x—1 —2 2

e Variante 2 (I'Hopital):
Sowohl der Z#hler als auch der Nenner konvergieren gegen 0 und wir wenden die
Regel von I'Hopital an:

. 33'2 + X I'Hopital . 2+ 1 —1
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d) (3 Punkte) Variante 1: Es gilt
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Variante 2 mit Substitution ¢t =z — 3, dx = dt: Es gilt

/ ;dx = lim #dx
4
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typische Fehler:

e Bei der Substitution wurde oft vergessen, die Integralgrenzen umzuformen. (Die
Umformung von a zu a — 3 ist fiir das Ergebnis allerdings nicht relevant, weil die
Grenzwerte gleich sind: lim,_ o ﬁ = lim, oo é =0)

111
z—3)37 3 (z—3)3

e Falsche Stammfunktionen, die vorgeschlagen wurden: In ((3: - 3)2) ) 3(



5. Aufgabe 10 Punkte
Die Funktion f sei die Losung der folgenden Differentialgleichung mit Anfangsbedingung;:

2
fl@) =1+ (f(2))", f(0)=0.
a) Zeigen Sie mit Hilfe der Differentialgleichung, dass f streng monoton wachsend ist.

b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 3. Grades von f in der Entwicklungsstelle zy = 0.

Lésung:

a) (1 Punkt) Die Funktion f ist genau dann streng monoton wachsend, wenn ihre Ablei-
tung tiberall positiv ist. Es gilt

F@) =1+ (f@)*>1>0.

Es gibt den Punkt nicht, wenn der Bezug zur Aufgabe fehlt und nur geschrieben wurde,
dass f'(z) > 0 ist.

b) (9 Punkte) Es gilt
£(0) =0
F10) =1+ (£(0))* =1

fl@) =2f(2)f'(x) = f'(0)=0
FO (@) = 2f(2) f (@) + 2f (@) (@) = [P(0)=2

Das Taylorpolynom lautet demnach

3
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Tg(x):z i wk:O—l—w—FO—i-gwg:x—i-gwg.



6. Aufgabe 10 Punkte
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden Sie ihre Antwort
oder geben Sie gegebenenfalls ein Gegenbeispiel an.

a) Jede divergente Folge ist unbeschrénkt.

b) Ist |f| eine stetige Funktion, so ist auch f stetig.

c) Ist f:]—1,1] — R eine stetige Funktion, so besitzt f ein Maximum oder ein Minimum.
)

d

Jedes Polynom mit reellen Koeflizienten vom Grad 5 besitzt mindestens eine reelle
Nullstelle.

e) Die Gleichung cos(x) = x besitzt eine reelle Losung in dem Intervall [0, ].

Lésung:
a) (2 Punkte) Falsch.
Die durch a,, := (—1)" definierte Folge ist beschriankt aber divergent.
Nicht als richtige Begriindungen akzeptiert wurde f(x) = sin(z), da dies typischer Weise
eine Funktion auf R bezeichnet und keine Folge.

b) (2 Punkte) Falsch.
Ein mogliches Gegenbeispiel wére

) -1, firz <0
f.R—)R,mltf(m)—{L fir e >0
¢) (2 Punkte) Falsch.
Ein mogliches Gegenbeispiel wére f:] —1,1[— R, mit f(z) =x.
Nicht als richtige Begriindung akzeptiert wurde, dass der Satz vom Maximum und
Minimum nicht gilt (weil der Definitionsbereich ein offenes und kein kompaktes Intervall

ist). Es konnte ja auch einen anderen Grund geben, warum die Aussage wahr sein sollte.

d) (2 Punkte) Wahr.

e Variante 1:
Da die Koeffizienten reell sind, treten die nicht-reellen Nullstellen immer in komplex
konjugierten Paaren auf. Die Anzahl nicht-reeller Nullstellen ist deshalb immer
gerade und ein Polynom vom Grad 5 besitzt genau 1, 3 oder 5 reelle Nullstellen.
Es reicht nicht, dass ein reelles Polynom vom ungeraden Grad immer eine reelle
Nullstelle hat, auch wenn das in der Vorlesung so gesagt wurde. Hier sollte man
genau das in eigenen Worten begriinden.

e Variante 2:
Da die hochste auftretende Potenz ungerade ist, gilt fiir das Polynom f:

lim f(z)=—ocound lim f(x)= 00
oder
lim f(z) =00 und lim f(z)=—o0.
T—r—00 T—00

D.h. insebsondere, dass a,b € R mit f(a) < 0 und f(b) > 0 existieren. Der Zwi-
schenwertsatz liefert damit eine Nullstelle.

e) (2 Punkte) Wahr.
Wir betrachten die stetige Funktion f : [0,7] — R, mit f(z) = cos(x) — x. Wegen
f(0) =1 > 0und f(r) = —1 — 7 < 0 besitzt f nach dem Zwischenwertsatz eine
Nullstelle, welche eine Losung der gegebenen Gleichung liefert.
Wird die Funktion f nicht angegeben, auf die der ZWS angewendet werden soll, kann
die Begriindung nicht als richtig gewertet werden.



