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Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstindig und leserlich aus. Damit erkliaren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO bekannt

sind. Thnen ist aulerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiltigkeit der Priifung
fithren kann (§39 Abs. 2 Satz 4 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgemifie Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§39 Abs. 2 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genommenen
gesundheitlichen Beeintriachtigungen abgelegt wird, grundsitzlich Giiltigkeit hat.

Hinweise:
e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren
Hilfsmittel zugelassen.
e Geben Sie Thre Losungen fiir die Aufgaben 2 bis 8 in Reinschrift auf DIN A4-Blattern ab.
e Verwenden Sie fiir die Aufgabem 2 bis 8 jeweils ein neues Blatt.
e Schreiben Sie auf jedes Blatt Name und Matrikelnummer.
e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren kénnen nicht gewertet werden.

e In Aufgabe 1 ist nur das Ergebnis gefragt und auf dem Aufgabenblatt einzutragen. Geben
Sie keine Rechnungen an. In allen anderen Aufgaben ist immer ein vollstindiger Losungsweg
auf eigenem Papier anzugeben (Rechnung und/oder Begriindung).

Die Bearbeitungszeit betriagt 90 Minuten.

Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.

Korrektur




1. Aufgabe (12 Punkte)

(a) In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Kreuzen Sie
jeweils die richtige Losung an. Pro Teilaufgabe ist genau eine Aussage rich-
tig. Bei Ankreuzen mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keine
Punkte. Falsch markierte Antworten bitte so l kennzeichnen.

. 3n241
2n—n<+1

i. Fiir die Folge (an)neny mit a, = (—1)" gilt:
Sie ist monoton wachsend.
a, > 0 fiir alle n € N.

Sie ist nicht konvergent.

O 0O O O

Sie ist unbeschrankt.

ii. Seien (a,)pen und (by),eny Folgen mit lim a, = oo und lim b,, = 0. Dann gilt:

I —>00 Ir—>0Q0
[:] lilll a-n * bn — 0.

Ir—00
1 lim a, b, = oc.
Ir—00
- lim a,- b, =-—1.
Ir—00
(] Keine der obigen Aussage kann im Allgemeinen getroffen werden.

iii. Sei p(z) = 2° —i- 2% — 2i ein Polynom. Eine Nullstelle von p ist z = i. Dann gilt:
1 p hat hochstens 5 verschiedene Nullstellen.
(]  Dann ist z = —i auch eine Nullstelle.
(1 pist nicht durch (z — i) teilbar.

] pist beschriankt.

3z
iv. Fiir die Funktion et+? . (sin(x) + 2) gilt:
Sie besitzt im Intervall [—1, 1] kein Minimum.
Sie hat in dem Intervall [—1, 1] eine Nullstelle.

Sie ist nicht stetig.

O 00O

Sie ist differenzierbar.

v. Die Funktion sin?(2z) hat die folgende Eigenschaft:
Sie ist gerade.
Sie ist immer negativ.

Sie ist monoton wachsend.

0000

Ihre Fourierkoeffizienten sind alle ().

vi. Betrachten Sie die Gleichung 2% 4+ z = 0. Dann gilt fiir die Losungen z € C:
Die Gleichung hat genau 3 verschiedene Losungen.
Es gibt keine Lésungen.

Fiir alle Losungen z gilt |z| > 1.

O 0o O

Die Gleichung hat nur komplexe Lésungen.

vil. Fiir die auf R differenzierbare Funktion f gelte die Differentialgleichung f/(x) =
f(z) mit f(0) = 1. Dann gilt:
O fiir die n-te Ableitung f(™ (z) = f(z).
(] f ist nicht stetig auf R.
0O f(z) =22



(] Keine der oberen Moglichkeiten.

(b) In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Es zahlt nur das Ergeb-
nis. Tragen Sie nur das Ergebnis auf diesem Blatt im jeweiligen Feld ein.

=t 3n3 —2n
i. lim : =
n—oo 19 +4n2 —2n3 . \/n

1172
i, 2 me”) _
dr 2

iv. Geben Sie den Ansatz der Partialbruchzerlegung fiir die

folgende rationale Funktion an:

3r—2
r2—2

v. Sei (a, ),ecn eine konvergente Folge mit lim a,, # 0.
n—»00

Was ist der Grenzwert von (b,)pey mit b, = =217
Ti

lim (b,) =

Losung:

(a) In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Kreuzen Sie
jewelils die richtige Losung an. Pro Teilaufgabe ist genau eine Aussage rich-
tig. Bei Ankreuzen mehrerer Antworten zu einer Teilaufgabe gibt es keine
Punkte. Falsch markierte Antworten bitte so l kennzeichnen.

i. Fiir die Folge (ap)neny mit a, = (—1)" -

O X 0O O

3n?41 . .
2n—n?2 g’llt'

Sie ist monoton wachsend.
a, > 0 fiir alle n € N.

Sie ist nicht konvergent.
Sie ist unbeschrinkt.

ii. Seien (an)nen und (b, )nen Folgen mit lim a, = oo und lim b, = 0. Dann gilt:

L]

X O 0O

Ir—>00 Ir—>0D0

lim a, - b, = 0.

Ir—>00
lim a, - b,, = oc.
Ir—>00
lim a, b, = —1.
Ir—>00

Keine der obigen Aussage kann im Allgemeinen getroffen werden.



iii. Sei p(z) = 2°> —i- 2% —2i ein Polynom. z = i ist eine Nullstelle von p. Dann gilt:
p hat hochstens 5 verschiedene Nullstellen.
Dann ist z = —2 auch eine Nullstelle.

p ist nicht durch (z — i) teilbar.

O00X

p ist beschriankt.

3z
iv. Fiir die Funktion et+=* . (sin(z) + 2) gilt:
Sie besitzt im Intervall [—1, 1] kein Minimum.
Sie hat in dem Intervall [—1, 1] eine Nullstelle.

Sie ist nicht stetig.

X O 0O O

Sie ist differenzierbar.

v. Die Funktion sin?(2z) hat die folgende Eigenschaft:
X  Sie ist gerade.
[J Sie ist immer negativ.
[J Sie ist monoton wachsend.
L

Ihre Fourierkoeffizienten sind alle 0.

vi. Betrachten Sie die Gleichung z® + z = 0. Dann gilt fiir die Losungen z € C:
Die Gleichung hat genau 3 verschiedene Lésungen.
Es gibt keine Lisungen.

Fiir alle Losungen z gilt |z| > 1.

O 00X

Die Gleichung hat nur komplexe Lésungen.

vii. Fiir die auf R differenzierbare Funktion f gelte die Differentialgleichung f’(z) =
f(z) mit f(0) = 1. Dann gilt:
X fiir die n-te Ableitung f™(z) = f(z).
] f ist nicht stetig auf R.
O f(z) =22
]

Keine der oberen Moglichkeiten.

(b) In dieser Aufgabe miissen Sie Ihre Antwort nicht begriinden. Es ziahlt nur das Ergeb-
nis. Tragen Sie nur das Ergebnis auf diesem Blatt im jeweiligen Feld ein.

1. lim 3n” — 2n 0
i. lir . =
n—oo 19 +4n? —2n3 . \/n

T r—1 2
ii. lim = = ——
z—1 cos(5 - T) T
d In(z*") "7(1 :
_ —(14 21In(z))
a2 -

iv. Geben Sie den Ansatz der Partialbruchzerlegung fiir die folgende rationale Funktion an:

3r—2 A N B
2 -2 (x+V2) -2




v.Sei (a,)nen eine konvergente Folge mit lim a, # 0.

n-—»00

T . . A, L1 ¢
Was ist der Grenzwert von (b, ),cy mit b, = %*—‘;’

lim (b,) =
n—>00

1

2. Aufgabe

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 sin(y/z ) 1o
2 \/—

a)

TL

(12 Punkte)

b)/ln(a:2)da:, (:)/01 %da’

4m? 2m
sin(y7) dx —/ 2 sin(u)du = —2 cos(u)|*™ = —4
m

w2 \/—

T du _
mit v = /z und G =

lH

2

A

b)

/111(:1:2)da: = z1n(z?) — / x - 2r -

1
— dr = = 1ln
T

(2?) — / 2dx = zIn(z?) — 2z + c.

mit fu’ z)v(z)dr = u(z)v(z) — [u(z)v'(z)dr mit v'(x) =1 und v(z) = In(2?).
f —=dz = lim f T=dr = lim 2,/(a L= lim 2 — 2\/a = 2.

a—0"



3. Aufgabe (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt:

> (3k* =3k +1) = n®.
k=1
(b) Gegeben ist die rekursiv definierte Folge ag =1, ap 41 = an2—|- 5.

e Weisen Sie a,, < b5 fiir alle n € N nach.
e Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Folge.

e Konvergiert die Folge? Falls ja, berechnen Sie deren Grenzwert.

Losung:

(a) Induktionsanfang: n = 1: Zi=1(3kz2 —-3k+1)=3-3+1=1.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein n > 1: EZ'=1(3I;:2 —3k+1)=n3.
Induktionsbehauptung: Dann gilt: Z';:%(%z —3k+1)=(n+1)3.
Induktionsbeweis: ZZ:% (Bk*—3k+1) =1 (3k*—3k+1)+3(n+1)*-3(n+1)+1 =
n>+3n?+3n+1=(n+1)>3.

<

: : : - (n + O
(b) Gegeben ist die rekursiv definierte Folge ag =1, a, 1 = "2 :
e Induktionsanfang ag =1 < 5.
Induktionsvoraussetzung: a, < 5.
Induktionsbehauptung: a,1 < 5.
Induktionsschritt:
a'n, + 5 v 5 + 5
An41 — 9 < 9 — 5
e Die Folge wichst monoton.
Induktionsanfang ag =1 < a1 = 3.
Induktionsvoraussetzung: a,, < a,1.
Induktionsbehauptung: a, 1 < a, .
Induktionsschritt:
An41 + 51V anp+5
An+42 = 9 > 9 = Qn+1
IV : an < Qp41
= (n + 5 < (41 + 5
_ avn, + 5 < a-n,-{.-]_ + 5
2 2
= An4+1 <  QAp42.

e Die Folge ist monoton wachsend und beschriankt nach oben. Also konvergiert die
Folge. Wir erhalten fiir den Grenzwert a die Gleichung

. . an + 5) a-+ 5
a= lim a,+; = lim =
n— 00 n— 00 ) 9

welche die Losung a = 5 besitzt. Somit ist der Grenzwert 5.

4. Aufgabe (7 Punkte)



Berechnen Sie die Fourierreihe der 27-periodischen Funktion

—1 Lfalls —w <z <0,
f(z) = 0 ,fallsze {—m0,7},
1 Lfalls 0 <z <.

Lo6sung:

Die Funktion f ist ungerade , also sind alle a; = 0.
Fiir die by gilt:

1 [T 2 [T
b = —/ f(z)sin(kx) de = —/ f(x)sin(kx) dx
T™Jo

2 [T g
= — / sin(kz) de = —-— cos(kx)|g
2 k
(-1 =)

Also bekommen wir als Fourierreihe:

> @) 2 > @)
Z E (1 - (=1)%)sin(kz) Z 2k - c;111((2k: — 1)x).

5. Aufgabe (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge von:

(a) 2221 > 1,

r4+6 —

3
b 2,

fiir z € R.

Losung:

(a) Fiir x < —6 wird der Ausdruck
\z — 2|

x4+ 6
negativ. Also kann kein # < —6 die Ungleichung losen. Fur z > —6 ist z +6 > 0.
Damit erhéalt man

x—2| > z+6.
Fallunterscheidung:
(1) z > 2: man erhélt x —2 > x + 6, d.h. 0 > 8, also L; = 0.
(2) z < 2: dann 2 —x > z + 6, woraus sich < —2 ergibt, also Ly =] — 6, —2.
Insgesamt ergibt sich: Lg.s =| — 6, —2].

(b) Definiert sind die Ausdriicke fiir x # 2. Wir unterscheiden die Félle > 2 und x < 2.
1. Fall > 2: Wir erhalten 3 > 42 — 8 und damit die erste Losungsmenge |2,11/4/.
2. Fall z < 2: Wir erhalten 3 > 8 — 4z und damit die zweite Losungsmenge |5/4, 2|.
Insgesamt ergibt sich somit die Losungsmenge L =|5/4,2(U|2, 11/4].

6. Aufgabe (9 Punkte)



(a) Finden Sie a,b € R, sodass die folgende Funktion f : R — R stetig ist:

a(x +1)2  fiir z <0,
f(z)=4q cos(5)+z fir0<z<m,

bet™ T fiir x > .
(b) Untersuchen Sie die folgende Funktion f : R — R auf Differenzierbarkeit:
f(z) =2 |a]
(¢) Hat die Funktion f(z) = e + 2sin(z — 5) eine Nullstelle auf -3, 57
Lo6sung:

(a) Wir erhalten:

1 ) = i T - — ; — ; 1 T
lim f(z) = lima(z+1)"=a=1= f(0)= lim f(z),
wobei fiir die letzte Gleichheit genutzt wurde, dass cos(3 ) 4z stetig auf [0, 7] ist. Also
a= 1.
Weiter gilt:
lim f(z)= f(r)=n = b= lim be" ™ = lim f(z)

T T r—mt
Also b = m, wobei fiir "+* genutzt wurde, dass cos(5) + z stetig auf [0, 7] ist.
AuBerdem ist f auf R\ {0, 7} stetig, da a(xz + 1)2, cos(5) + x,be™ ™ stetig sind.
(b) Es gilt, dass f(z) = —2? falls z < 0 und f(z) = 2? falls > 0 und somit ist f
differenzierbar auf R \ {0}.
In z =0 gilt:
0+ h)— f(0 —h?
lim fO+h) = J(0) — lim —— =0
h—0~ h h—0 h
sowie , 2
0 — f(0
lim fO+h) = J(0) — lim — = 0.
h—0+ h h—0 h

Also ist [ auf R differenzierbar.
(¢) Die Funktion f ist stetig .
2

Weiter gilt f(5) = e™ >0 und f(0) = e +2sin(—-35) = -1 < 0.
Also gilt nach dem Zwischenwertsatz, dass es eine Nullstelle gibt.



