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Fiillen Sie bitte zuerst das Deckblatt vollstindig und leserlich aus. Damit erkléiren Sie, dass

e Thnen die fiir diese Priifung relevanten Zulassungsvoraussetzungen aus der StuPO bekannt
sind. Thnen ist auflerdem bewusst, dass ihre Nichterfiillung zur Ungiiltigkeit der Priifung
fithren kann (§39 Abs. 2 Satz 4 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass die Teilnahme an der Priifung eine ordnungsgeméfie Anmeldung
voraussetzt, andernfalls die Priifung nicht giiltig ist (§39 Abs. 2 AllgStuPO).

e Thnen bekannt ist, dass eine Priifung, die unter bekannten und bewusst in Kauf genom-
menen gesundheitlichen Beeintrachtigungen abgelegt wird, grundsétzlich Giiltigkeit hat.

Hinweise:

e Neben einem beidseitig handbeschriebenen DIN A4-Blatt mit Notizen sind keine weiteren
Hilfsmittel zugelassen.

e Geben Sie Thre Losungen in Reinschrift auf DIN A4-Blédttern ab.

e Verwenden Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.

e Schreiben Sie auf jedes Blatt Name und Matrikelnummer.

e Mit Bleistift oder Rotstift geschriebene Klausuren kénnen nicht gewertet werden.

Falls nicht anders gefordert, ist ein vollstéindiger Losungsweg anzugeben (Rechnung
und/oder Begriindung).

Die Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Bei der Klausur sind 80 Punkte erreichbar. Die Klausur ist mit 40 Punkten bestanden.
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1. Aufgabe (6 Punkte)
Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt

<[Z] , [§]>1:aac+ﬁbd, a,8>0

a) Bestimmen Sie «, 8 > 0, sodass Bong = {[Z;],[4]} eine Orthonormalbasis des R?
beziiglich des Skalarprodukts (-, )1 ist.

b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von [2] beziiglich der Basis Bong.

Losung.  a) [4 Punkte] Da Bong eine Orthonormalbasis beziiglich (-, -)1 sein soll, gilt ([ 5], [ 1]) =
(3,04 =a+48=1 wnd ([ L], [} =a—48=0.
Aus der zweiten Gleichung erhélt man: o — 45 = 0 < o = 4. Dies eingesetzt in die erste
Gleichung ergibt: o+ 48 =45+ 43 =88 =1 < 3 = £ und schlieflich o = 48 = 4% = 1.
Fir a = % und 8 = % ist Bonp beziiglich (-,-) eine Orthonormalbasis.
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2. Aufgabe
Bestimmen Sie die Fourierreihe der Funktion

FiR-R
x — | sin(x)].

Losung. Die Funktion f ist gerade, da
[sin(—a)| = | — sin(a)] = |sin(a)|
fiir alle z € R und daher gilt by = 0 fiir alle k£ > 1.

1. Weg: Die Funktion ist m-periodisch. Es gilt

(4 Punkte)
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2. Weg: Die Funktion ist 27-periodisch. Es gilt
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und daher a; = —%:11);). (a1 =0, da [ sin(¢) cos(t) dt =
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3. Aufgabe (5 Punkte)
Gegeben sei der folgende zweidimensionale Teilraum des R<s[z]:

W:{ax3+b§c—a:a,b€R}.

a) Wiihlen Sie aus der Menge M = {2® + 2 — 1,22 — 2,0, —23 + 1,22 — 1} C R<3[x] eine
Basis D von W aus. Zeigen Sie, dass D eine Basis von W ist.

b) Begriinden Sie kurz, warum span {x2 — 2} kein Teilraum von W ist.

Lésung.  a) [4 Punkte] Wéhle D = {IES + 2z —1,—23 + 1}. Es gilt D C W |, denn beide
Polynome sind aus W (fiir a = 1,b = 2 bzw. a = 1,b = 0). Zwei linear unabhéngige
Polynome bilden eine Basis von W, da dim(W) = 2 nach Aufgabenstellung. Die beiden
Polynome in D sind linear unabhéngig, denn sie sind keine Vielfachen voneinander , d.h.
es gibt kein a € R mit 2 4+ 22 — 1 = a(—2% + 1). Somit ist D eine Basis von W.

b) [1 Punkt] span {JJ2 - 2} ist kein Teilraum von W, da x? — 2 ¢ W, da Polynome in W
keine quadratischen Terme haben.
O



4. Aufgabe (12 Punkte)

a) Gegeben sind die Folgen (ay,), (by), (¢,) mit
n—1)>2 . n
n = (5 " ng ) b, = 3 "sin(n)e", cn=n+ 5(—1)”.
Untersuchen Sie diese Folgen auf Konvergenz. Bestimmen Sie gegebenfalls ihren Grenz-

wert oder begriinden Sie ihre Divergenz.

b) Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion: Fiir alle n € N,;n > 1, gilt

n

1 n
;(k+1)(k;+2):2(n+2)'

_1)2 _ 2
Lésung. a) e [2 Punkte] lim,,_, % = lim,, 00 ”25;2:;'1 = limy, 00 %72—:11/" =1.

e [3 Punkte] lim,, 00 by = lim, o0 sin(n)(§)". Da e < 3 und [sin(n)] < 1 man hat
0 < |bn] < (e/3)" und lim,_,(e/3)" =0 damit lim,,—~ b, = 0.
Die Begriindung, dass eine Folge gegen 0 konvergiert, wenn ein Faktor dies tut ist
nicht ausreichend, z.B. 373" konvergiert gegen 1 bzw. 374" = (4/3)" divergiert
bestimmt gegen oo.

e [2 Punkte] Da ¢, > n — 5 = § ist ¢, bestimmt divergent gegen unendlich.
Es reicht nicht als Begriindung, dass ein Teil der Folge divergiert, z.B. n — n ist
konstant 0, aber n divergiert bestimmt gegen oo und —n divergiert bestimmt gegen
—00.
Es reicht auch nicht, wenn aus der bestimmten Divergenz von (n) und |n| > |5 (—1)"|
die bestimmte Divergenz von (c¢,) gefolgert wird. Gegenbeispiel: (d,,) mit d,, = n —

1

(n — 1) = L konvergiert aber (n) — oo und |n| > |n — 1|.

b) [5 Punkte| Induktionsanfang fiir n = 1.

1

1

1 1
L.S. -
5 ;(k+1)(k+2) 2.3 6

n 11
2(n+2) 2-3 6

R.S.

Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung (I.V.) : Die Aussage gilt fiir ein beliebiges
aber festes n € N.
Induktionsbehauptung (I.Beh.): Die Aussage gilt auch fiir das auf n folgende n + 1:

n+1 1 7’L—|—1
kz_;(kJrl)(k:JrQ) T 2(n+3)
n+1 1 n 1 1
L.S der LBeh. = ;MM ) R CETCE)

1.V. n__, 1
 2(n+2) (n+2)(n+3)
B n(n + 3) 2
2+ 2)(n+3)  2(n+2)(n+3)
B n*+3n+2  (n+1)(n+2)
2 +2)(n+3) 2n+2)(n+3)
_ "*1 RS derLBeh

2(n + 3) O



5. Aufgabe (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

8
2) /acz — 16 dz,

1
b) /(2+x)\/1+wd$’

s

¢) / 2 sin(x) dz.

0

Lésung.  a) [4 Punkte]

Wir bestimmen das Integral mit Hilfe der Partialbruchzerlegung. Der Ansatz lautet

1 1 A B

216 (@—d)e+d) z-4 zta

Die Zuhaltemethode liefert A = % und B = —%. Somit ist

8 1 1
/$2_16dx—/(x_4—$+4>d:p—ln\x—4|—ln]m+4—|—c

mit ¢ € R.
b) [3 Punkte]

Wir substituieren ¢ := /1 4+ x. Dann gilt dt = ﬁdw und 2+ =2+ 1. Es folgt

1 2t 2
————dr = | ——dt= | ——dt
/(2+x)\/1—|—x /(t2+1)t /1+t2
= 2arctan(t) + ¢ = 2arctan (V1 + ) + ¢

mit ¢ € R.

c) [3 Punkte]

Wir verwenden partielle Integration auf f(z) = x und ¢’(z) = sin(x). Dann ist f'(z) = 1,
g(z) = — cos(z) und wir erhalten

/OW zsin(z)dz = [z(— cos(z))]s — /OW( cos(z))dx

= — [z cos(x)]] + [sin(x)]3

= —[mcos(m) — 0 - cos(0)] + sin(7) — sin(0) = =.



6. Aufgabe (9 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R — R definiert durch

2?sin (1), falls = # 0,
sy = {2
0, falls z = 0.

a) Zeigen Sie zunéchst, dass lim z sin (l) = 0 gilt.
z—0 z

b) Zeigen Sie, dass f auf R differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung f’. Begriinden
Sie, dass f auf R stetig ist.

c) Ist [’ auf R stetig? Ist f’ auf R differenzierbar?

Hinweis: Es darf verwendet werden, dass lin% cos (%) nicht existiert.
r—r

Lésung.  a) [2 Punkte]
Es gilt

) 1
x sin <>‘ < |z|
T

und deshalb folgt die Behauptung aus dem “Sandwich”-Prinzip und lim, gz = 0.

b) [5 Punkte]

Die Funktion f ist fiir z # 0 differenzierbar als Komposition und Produkt differenzier-
barer Funktionen. Weiter gilt mit (a)
22 sin <1>
— 1
lim M = lim —\*) lim 2 sin <> =0.
z—0 z—0 z—0 xT z—0 xT

Also ist f in 0 differenzierbar. Die Ableitung ist gegeben durch

() = 2z sin <31:> — cos (i) , x#0,

0, xz =0.

Da eine differenzierbare Funktion immer auch stetig ist und eben gezeigt wurde, dass f
auf ganz R differenzierbar ist, muss f auch auf ganz R stetig sein.

¢) [2 Punkte]

Da die Funktion cos (%) fiir x = 0 nicht stetig ist (sieche Hinweis), ist auch f’ in 0 nicht
stetig. Aus der Unstetigkeit folgt auch das f’ in 0 nicht differenzierbar ist.
O



7. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben seien die Matrix

1 a 0 2
o -3 2 1 4
C=1y 1 0 24| €R
1 0 0 2

und o € R.

a) Bestimmen Sie det(C) in Abhéngigkeit vom Parameter o mithilfe des Laplaceschen Ent-
wicklungssatzes.

b) Bestimmen Sie alle a € R, fiir die das homogene lineare Gleichungssystem CZ = 0
unendlich viele Lésungen hat.

¢) Bestimmen Sie det(—2C7T) fiir o = 1.
0 5o Lo 2
Lésung.  a) [4 Punkte] det(C) = = 22 1 2
2 1 0 2« |nach 3. Sp. 10 9

1 00 2
a2 1 «
- —92(1- .
nach 3. Z. 2( 1 2« +2 2 1 >

= —2(202 —2+2 —4a)
= —2(202 — 4a) = —4a? + 8a = a(8 — 4a)

b) [3 Punkte] C# = 0 hat unendlich viele Losungen, falls die Zeilen/Spalten von C' linear
abhéngig sind, also det(C') = 0 gilt.
det(C) = a(8 — 4a) = 0 gilt genau dann wenn o = 0 oder o = 2.
Fiir alle anderen a € R ist det(C) # 0 und somit CZ = 0 fiir diese eindeutig lésbar.

c) [3 Punkte] det(—2CT) = (—2)*det(CT) = (=2)tdet(C) = (-2)4(8 —

det(CT)=det(C)
da)) = 163(8—1) =165 =28



8. Aufgabe (14 Punkte)
Gegeben seien die Matrix

2 -2 4
B=|0 2 0| cRr33
-2 -1 4

und der Vektor w = [g)] € R3.

)
b)
0
Q)

)

e

4
Lésung.  a) [3 Punkte] pg(\) = det(B — A+ I3) = det 0 2 0]—-AX
4

e)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix B.
Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und den Eigenraum zum gréfiten Eigenwert.

Ist B diagonalisierbar?

Zeigen Sie, dass w ein Eigenvektor von B ist.

Losen Sie das Anfangswertproblem

S O =
O = O
= o O

—2-X -2 4
0

= det 0 2—A

—2 -1 4-A
Laplace *2 - )\ 4
2.Zeile(2_)\)'det<|: —2 4—/\:|>

=2=N[(-2-N4—-)\) +8]
=(2-M)A2-2)\)=-A2-))?

[5 Punkte] Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen von pp(A): A1 = 0 und Ay/5 = 2.
Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist:

-4 -2 4 -4 -2 4
Vi,; = Kern(B — 2+ I3) = Kern 0 0 0 = Kern 0 0 0 =
2 —1 2|) M 0 o0 of) %
1 3 -1
Kern | |0 0 O
0 0 O
EaRtl
= span 2,0
0 1

[3 Punkte] Nach a), b) ist algVFH(A;5) = 2 =dim(V), ,) =geomVFH(A;2), da Ay
doppelte Nullstelle von pp ist und der zugehorige Eigenraum V), /o von zwei linear un-
abhéngigen Vektoren aufgespannt wird. Da fiir jeden Eigenwert 1 <geomVFH<algVFH
gilt, ist algVFH(A3) = 1 =geomVFH()\3). Also stimmt die algVFH mit der geomVFH
fiir alle Eigenwerte von B iiberein und B ist somit diagonalisierbar.

—2 -2 4] )
1 Punkt] Bd= |0 2 0 M:[Q]:ZM = 20
2 1 4

Also ist @ Eigenvektor zum Eigenwert 2.

[2 Punkte] 7w ist Eigenvektor von B zum Eigenwert 2, da B(TwW) = 7 - (Bw) id)
nac

7o =200 0 -0 7 1] [ ]

O]



9. Aufgabe (10 Punkte)
Gegeben ist die Funktion g: R — R mit

g(x) = zarctan(x).

Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von g im Entwicklungspunkt zo = 0 und
zeigen Sie, dass fiir « € [—1,1] fiir das Restglied |Ro(z)| < 3 gilt.

Losung. Es gilt

g(x) = xarctan(z), g(0) =0,
¢ (x) = arctan(z) + ﬁ, g (0) =0,
1 (1+ 22) — 222 2
" _ _ "N =1+1=2.
e i e S LR G g =1+

Somit folgt

Fiir das Restglied von T benétigen wir noch die 3. Ableitung von ¢

8x

g///(x) — _m

Den Punkt nur geben, falls ersichtlich ist, dass die dritte Ableitung wirklich berechnet worden

ist.

und erhalten auf dem Intervall [—1, 1] die Abschétzung
—8¢

[Ra(2)] = | o5y 271 = |

8¢
(1+€2)% 31 [12°)

(1+€2)23——~
<

—_

maXee[—1,1] I8¢
= 3lmingep q)(1 +&2)3

Y

8
nglz

Q| =

wobei £ zwischen = und 0 liegt.
Keinen Punkt abziehen, falls % nicht vereinfacht wird. Ebenso keinen Punkt abziehen, falls

nicht angegeben wird, in welchem Bereich £ liegt.
O



Punkte | Note

0-39 | 5,0

40-44 | 4.0

45-48 | 3.7

49-52 | 3.3

5356 | 3.0

57-60 | 2.7

6164 2.3

65-68 | 2.0

69-72 | 1,7

7376 | 1.3

7780 | 1.0




