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Falls Thr Studiengang Hausaufgaben fordert:
In welchem Semester haben Sie die erreicht?

Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt mit Notizen sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Die Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blittern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene Klausuren
kénnen nicht gewertet werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Rechenaufgaben. Geben Sie immer den vollstéindigen Re-
chenweg an.

Die Bearbeitungszeit betrigt eine Stunde.

Die Gesamtklausur ist mit 32 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der beiden Teile der Klausur
mindestens 10 von 40 Punkten erreicht werden.

Korrektur

1. Aufgabe 9 Punkte

Es sei folgende Matrix gegeben:

= O = =
[ =
— ==
_— O = O

(i) Losen Sie mit Hilfe des Gaualgorithmus die Gleichung AZ =

— N W



Loésung:
Wir wenden den Gauflalgorithmus auf die erweiterte Koeffizientenmatrix an:

1 1 1 0|4 1 1 1 0 4
1 0 1 1|3 4.2:4.-1. 1 0 1 1 3
01 1 0]2 0 1 1 0 2
1 1 1 1)1 0 0 0 1]-3
1 1 1 0 4
2.7:1.-2. 01 0 -1 1
0 1 1 0 2
0 0 0 1|-3
1 11 0 4
3.7:3.-2. 01 0 -1 1
0 0 1 1 1
0 0 O 1]-3
1 0 0 0 2
1.7:1.-2.-3. 01 0 -1 1
0 0 1 1 1
0 0 O 1|-3
1 0 0 O 2
2.7:2.44 01 0 0-2
0 0 1 1 1
0 0 0 1]-3
1 0 0 O 2
3.2:3.-4. 01 0 0-2
0 010 4
0 0 0 1]-3

Daraus liest man die Lésung direkt ab zu:

(ii) Berechnen Sie mit Hilfe des GauBalgorithmus die Determinante von A.

Lo6sung:

Die Determinante kann direkt mit dem Gauflalgorithmus berechnet werden. Dabei ist zu beachten,
dass bei Zeilenvertauschungen (haben wir nicht verwendet) ein Faktor —1 und bei Multiplikation
einer Zeile mit einem Skalar \ dieser Skalar als Faktor auftritt. Damit brauchen wir den Gauflalgo-
rithmus nicht neu durchzufiihren, sondern kénnen obige Rechnung verwenden. Im 2. Schritt tritt in
der Linearkombination der Faktor —1 auf, so dass sich ergibt: det(A) = —1.



2. Aufgabe 9 Punkte

Im Vekorraum R? seien die Basen B; und By gegeben mit

S A e 1

(i) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix S fiir den Basiswechsel von B; nach Bs.
Lésung:
Fiir die Basiswechselmatrix S gilt gemifl kommutativem Diagramm:

S=Kp,oKg'

mit den Koordinatenabbildungen K5, und Kp,.

Da die Basis B; die Standardbasis ist, ist die Koordinatenabbildung Kp, die identische Abbil-
dung bzw. ist sie als Abbildung R? — R? gegeben durch & — E,Z mit der 2 x 2-Einheitsmatrix
FEs.

Fir K g; als Abbildung R? — R? liest man die entsprechende 2 x 2-Matrix aus der Basis direkt
ab; in ihr stehen die Basisvektoren als Spalten:

. 0 1
KBZ(Q 1)

1/ -1 1
w20

Damit erhalten wir fiir die Basiswechselmatrix:

Wie berechnen ihre Inverse:

_ 1 -1 1

ii) Berechnen Sie die Koordinaten des Vektors ' := € eziiglich der Basis Bs.
ii) Berech Sie die Koordi des Vek r il)) R? beziiglich der Basis B

Lo6sung:
Die Koordinaten von & beziiglich der Basis By berechnen sich zu:

o -rme =1 (73 1) ()= (3)

Auflerdem betrachten wir die lineare Abbildung

L:R?* - R?, fr—>(g _1 >f

(iii) Berechnen Sie die darstellende Matrix Lg, von L beziiglich der Basis Bs.

Loésung:

Fiir die Matrixdarstellung gilt Lp, = Kp, o L o K B’j. Da die Abbildung L bereits als (Mul-
tiplikation mit einer) Matrix gegeben ist, entspricht die Komposition der Abbildungen der
Matrizenmultiplikation und wir erhalten:

L, = Kg,oLoKpg]
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Alternativ kann man die darstellende Matrix auch direkt iiber die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren von By berechnen.

3. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben sei die lineare Abbildung A : R?* — R3 mit # +— AZ und

0 0 -2
A= 0 4 0
2 0 4

(i) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A und bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

Lésung:
Fiir das charakteristische Polynom von A gilt:

pa(A) = det(A— )\Eg
0 2
0 44—

= (4=XN-[-24d-X)+4]
= (4—)\)o[)\ —4X + 4]
(4—X)-(\—2)?
Da die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A sind, lesen
wir fiir sie aus der letzen Gleichung ab:
A1 = 4 (algebraische Vielfachheit: 1)
A2 = 2 (algebraische Vielfachheit: 2)

(ii) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert den zugehorigen Eigenraum.
Lésung:
Der Eigenraum zu einem Eigenwert A ist der Kern von A — AE3. Wir l6sen also das entspre-
chende homogene lineare Gleichungssystem.
A=4:
Wir miissen (A — 2E3)Z = 0 losen.

-4 0 -2
A—4FE;5 = 00 O
2 0 0
Hieraus lesen wir sofort fiir den Eigenraum ab:
0
Eigenraum(A,4) = span{| 1 | }
0

Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).

A=2:
Wir miissen (A — 2E3)% = 0 1osen. Es gilt:

-2 0 -2
A—2E3 = 0 2 0
2 0 2
Darauf wenden wir den Gauflalgorithmus an:
-2 0 -2 -2 0 -2
02 o % 02 o0
2 0 2 00 O



Hieraus lesen wir sofort fiir den Eigenraum ab:

Eigenraum(A, —1) =span{| 0 |}
-1

Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).

(iii) Falls A diagonalisierbar ist, geben Sie eine zugehdrige Diagonalmatrix an. Falls A nicht dia-
gonalisierbar ist, begriinden Sie, wieso die Matrix A nicht diagonalisierbar ist.
Lésung:
In (i) haben wir die Eigenwerte und ihre algebraischen Vielfachheiten bestimmt. In (ii) haben
wir die zugehorigen Eigenrdume bestimmt und ihre Dimensionen abgelesen. Die geometrischen
und algebraischen Vielfachheiten stimmen nicht iiberein. Daher ist A nicht diagonalisierbar.

4. Aufgabe 12 Punkte
Gegeben sei die lineare inhomogene Differentialgleichung

d?z . ..
W(t) + z(t) = sin(t) (fiir alle t € R) (1)

mit den Anfangswerten

4z ) 0. 2)

x(O):L E( )

(i) Leiten Sie mit dem Exponentialansatz die charakteristische Gleichung fiir die zu (1) gehorende
homogene Differentialgleichung her.

Loésung:
Die zu (1) gehdrende homogene Differentialgleichung lautet:

‘%(t) +a(t)=0  (fir alle t € R) (3)

Wir machen den Exponentialansatz fiir eine Losung der homogenen DGL:
x(t) = eM
Nun berechnen wir die Ableitungen:

dx o o 2 At
1y = xer, = xee
Nun setzen wir den Ansatz in die homogene DGL (3) ein:

d’x ..

W(t) +z(t) =0 (fiir alle t € R)
MM M =0 (fiir alle t € R)
MAN+1)=0  (fir alle t € R)

NM+1=0

AN N N N
-~ Ut
N N N N

Die letzte Gleichung ist die charakteristische Gleichung.

(ii) Bestimmen Sie die Losungsgesamtheit der homogenen Differentialgleichung.

Lésung:
Aus der in (i) gefundenen charakteristischen Gleichung lesen wir ihre Losungen ab:

AL =14, Ay = —1



(iii)

Da wir zwei konjugiert komplexe Nullstellen gefunden haben, erhalten wir zwei linear unab-
hingige Losungen der homogenen DGL (3) als Real- und Imgaginérteil:

x1(t) = Ne' = cos(t), z2(t) = Se' = sin(t)
Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist der Span von ihnen:
xp(t) = pa @1 (t) + p2 v2(t) = p1 cos(t) + pz sin(t)

Zeigen Sie, dass durch z,(t) := —1t - cos(t) eine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (1) gegeben ist.

Lo6sung:

Wir berechnen die Ableitungen von x,:

d 1 1 d? 1 1 1 1
%(t) = — 5 cos(t)+ 5t-sin(), df;P (1) = 5 sin(t) + 5 sin(t) + S -cos(t) = sin(t) + ¢ -cos(t)
Wir setzen dies in die DGL ein:

d? 1 1

d;p (t) + zp(t) = sin(t) + §t -cos(t) — §t - cos(t) = sin(?)

Daraus lesen wir ab, dass x,, tatsichlich die inhomogene DGL (1) erfiillt.

Bestimmen Sie die Losungsgesamtheit der inhomogenen Differentialgleichung (1).

Lésung:

Die Losungsgesamtheit der inhomogenen DGL (1) ist die Summe aus der Losungsgesamtheit
der homogenen DGL und einer Losung der inhomogenen DGL. Die allgemeine Losung der
homogenen DGL haben wir in (ii) bestimmt. In (iii) haben wir gezeigt, dass x, einer Losung
der inhomogenen DGL ist. Damit erhalten wir als Losungsgesamtheit der inhomoegnen DGL:

x(t) = zp(t) + zp(t) = pa cos(t) + po sin(t) — %t - cos(t) (8)

Losen Sie das Anfangswertproblem (1), (2).
Lésung:

Wir berechnen die Ableitung der allgemeinen Losung (8):

dx

. 1 1.
a(t) = —pu1 sin(t) + po cos(t) — 5 cos(t) + §t - sin(t)

Nun setzen wir die Anfangsbedingungen ein:

1 = 2(0)=m
dx 1
= ZZ00) = pyo — =
dt( ) H2 B
Daraus liest man ab: 1
=1, 2 =5

Dies setzen wir in die allgemeine Losung (8) ein und erhalten als Losung des Anfangswertpro-
blems (1), (2):

x(t) = py cos(t) + pg sin(t) — %t - cos(t) = cos(t) + %sin(t) — %t - cos(t)



