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Lineare Algebra fiir Ingenieure

Losungsskizze
1. Aufgabe L9 o ) . 8 Punkte
Gegeben sei die invertierbare Matrix A := 0 1 1| eR*3undb:= 1
-1 -2 1 4

(a) Bestimmen Sie A~!.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems A% = b.

(c) Bestimmen Sie Kern(4).

(a) (4 Punkte)

1 2 0|1 O " 0|1 - 0 1 0 0
0 1 1|10 1 0 0 1 1({0 1 0 01 0j-1 1 -1
-1 -2 10 0 1 0 0 1|1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 3 -2 2 3 -2 2
2 lo 1 0|-1 1 -1 = Al=|-1 1 -1
0 0 1 1 0 1 1 0 1
(b) (2 Punkte)
A:E':bA<:> AMAZ=A""bT=A"1b
mv
3 -2 2 —5 -9 -9
= -1 1 -1 1 = 2 L= 2
1 0 1 4 1 -1
(¢) (2 Punkte)
Da A invertierbar ist, gilt Kern(4) = {6}
2. Aufgabe Lo s 0 12 Punkte
Gegeben seien D := 3 -2 5 | eR¥Bundgp:=| 4 |.
-1 0 -3 0

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix D.
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von D und den Eigenraum zum gréfiten Eigenwert.
(zur Kontrolle fiir Sie: Alle Eigenwerte sind reell.)
(¢) Berechnen Sie Dy und 16sen Sie das folgende Anfangswertproblem: %7 (t) = Dy(¢) fiir ¥(5) = o-

(a) (3 Punkte)
1 0 3 1 0 0
pD(m):det(D—a:-Ig):det<l 3 -2 5]—:1;[0 1 0])
0 0 1

—1 0 -3
-z 0 3 Lapl 1—z 3
= det 3 —2-12 5 = (—2—z)-det([ 1 _3 ])
—1 0 _3_z 2. Spalte - o=

(—2—2)[(1—z)(—3—=z) + 3]
=(-2-z)(z* +22) = —z(2+ )2

(b) (6 Punkte)
Die Nullstellen von pp(x) sind die Eigenwerte von D: A\; = 0 und Ay/3 = —2. 2

Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist:

1 0 3 1 0 3
Va, = Kern(D — 0- I3) = Kern(D) = Kern 3 -2 5 = Kern 0 -2 -4
0 0 0
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(¢) (3 Punkte)

o443 ]

Yo ist also Eigenvektor von D zum Eigenwert —2.

0 0
g'(t) — e 2(t-5) [ 4 ] _ [ 4e10-2¢

0 0
3. Aufgabe “ 11 Punkte
Gegeben sei der Teilraum V := b | eER}|atc= 0} des R® ausgestattet mit dem Standard-
C
0 1
skalarprodukt und die Menge M := 30, , 10, .
0 —z 1 —1

(a) Geben Sie eine Teilmenge N von M an, sodass N eine Basis von V ist. Zeigen Sie, dass Ihre
gewiihlte Menge N eine Basis von V ist.
(b) Orthonormieren Sie Ihre gewéhlte Basis N mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens.

(a) (8 Punkte)

amitaEl

Eine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
0

a1 + Qs

0 —2 0
Oa; +20, =0 = a;=0
3a; +0a =0 = a; =0
Die beiden Vektoren sind also linear unabhéngig.
Damit N auch ein Erzeugendensystem von V ist, muss gelten span N’ = V.

0 2
30, o
0 -2
a

Damit auch V C span N gilt, muss sich jeder Vektor ¥ := l b

c

2 0
0 ] = [ 0 ] hat die eindeutige Lésung a1 = as =0 :

span N C V, da €V,da0+0=0bzw.2+(—2) =0 und V ein Vektorraum ist.

(1)

€V (es gilt also: a + ¢ = 0) als

Linearkombination der Vektoren aus N darstellen lassen.

0 2 a
a; | 3 | +ay 0 | =| b | fihrt auf folgendes LGS:
0 -2 c
0 2la 0 2| a 3 0| b 3 06
3 ofle [ 2 13 of 5 | Lo 2 ¢« | ™2yl 0 2]a
0 —2|e¢ 0 a+e 0 a+tc | ate=0 0 0|0

Da rang(KM)= 2 =rang(EKM), existiert fiir alle ¥ € V eine solche Linearkombination und es gilt
somit auch V C span N. (2)

Aus (1) und (2) folgt, span N' =V, also N Erzeugendensystem von V.

N ist somit wie gefordert eine Basis von V.

(b) (3 Punkte)

0
L 0 L 0 0
' { |, v o | T3 0] o

NON ©WOoO|low
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0 1
N mit Gram-Schmidt orthonormalisiert ist also Nong = { [ 1 ] , \/Li l 0 ] }
0 —

4. Aufgabe . . . 11 Punkte
Gegeben seien mit B := { l o1, l -3 ] , l 1 ] } und C := {¢,,, 3} zwei Basen des R?, sowie die

)1

linearen Abbildung L : R® — R3, von der folgendes bekannt sei:

(D)= (D=1
Ip—E

(b) Ist L bijektiv?
(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg von L bzgl. der Basis B.

0 2 0
(d) Sei Tep = l 0 0 3 [ die Transformationsmatrix beim Basiswechsel von C nach B. Bestim-
1 0 -1

men Sie den Basisvektor ¢3 der Basis C.

(a) (3 Punkte)
Wegen der Linearitdt von L gilt:

2 1 0 1 0
L -3 =L(2|0|+1]| -3 =2L 0 +L -3
6 2 2 2 2
2 0 4
4 0 8
(b) (2 Punkte)
0
Kern(L) # {6}, da z.B. | -3 | € Kern(L).
2

L ist also nicht injektiv und somit auch nicht bijektiv.

(¢) (3 Punkte)
Die Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren bilden die Spalten von Lg.

M1 2 1 0 -1
L 0 = 0 =2 0 + 0 -3 + 0 1
| 2 4 2 2 -3
[ o 0 1 0 -1
L -3 =|0|=0]0[|+0| -3]4+0 1
|2 0 2 2 -3
[ -1 2 1 0 -1
L 1 = -2 =0 0 —+ 0 -3 —2 1
| -3 6 2 2 -3
2 0 0
Lg=1]0 0 0
0 0 -2

0
¢ = K;'(&5) Komm. Diag. Kg' (T6) =Kg' <l —i’ ])
EIREEE]
—3 _3 _ 1 = —-10
2 -3 ?

5. Aufgabe 10 Punkte

Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen Teilriume des R%? sind.

3
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(@) Mi:={der2a[ §]=[7]}

(b) M, := {A € R??|A ist diagonalisierbar }

(a) (5 Punkte)
wsnan[d 4]em [t 0] 3]-[2)
3
-3

3
; |
Fl'irAl,A2€M1istA1[_ } [g]undA2[

hem] 2] 5, A 3]ra[ 2] (3]s e,

} = [ g ], sodass gilt:

=0 (n v.) =0 (n.V.)
Also ist M; abgeschlossen bzgl. Addition.

Fir A e M; undaERistA[ 73 ] = [ 8 ],sodassgilt:

3
@i 2]=a(a] 3])=a[3]=[2]= (ad) s
N————
=0 (n.V.)

Also ist M, abgeschlossen bzgl. Multiplikation mit Skalaren.
M, ist ein Teilraum des R?:2, da nicht leer und abgeschlossen beziiglich den Vektorraumoperatio-
nen.

(b) (5 Punkte)

[ é g ] € M5 und [ 7(1) (1] ] € M,, da beides obere Dreiecksmatrizen mit Eigenwerten 1 und 0
bzw. —1 und 0, also jeweils paarweise verschieden, und somit diagonaliserbar.
[ (1) g ] + [ 7(1) (1) ] = [ g (1) ] ist eine obere Dreiecksmatrix mit Eigenwert A = 0 und

algVFH(A) =2 .

geomVFH()) = dim(Kern ([ g (1) ] -0- I2)) = dim(Kern ([ g (1) ])) = dim(span {[ (1) ]}) =1
algVFH(A) =2 # 1 = geomVFH(A) = [ g (1) ] ¢ M, da nicht diagonalisierbar.

M, ist kein Teilraum des R%*2, da nicht abgeschlossen bzgl. der Addition.

6. Aufgabe 8 Punkte

(a) Ein Eigenwert von F € R?? ist 0. Zeigen Sie, dass 0 auch ein Eigenwert von F? ist.

(b) Geben Sie falls moglich eine lineare Abbildung G : R?* — R? mit dim(Kern(G)) = 0 an. Begriinden
Sie Thre Wahl bzw. warum es eine solche Abbildung nicht geben kann.

(c) Geben Sie falls moglich eine lineare Abbildung H : R?® — R? mit dim(Kern(H)) = 3 an. Be-
griinden Sie Thre Wahl bzw. warum es eine solche Abbildung nicht geben kann.

(a) (3 Punkte)
Ist 0 Eigenwert von F, dann existiert ein # € R? mit ¥ # 0, sodass FZ = 0-Z = 0. Dann gilt
F2% = F(F%) = FO0=0=0-%. Also ist 0 auch Eigenwert von F?2.
n.v.

(b) (3 Punkte)
Eine solche Abbildung kann es nicht geben. Nach Dimensionssatz gilt
3 = dim(R?) = dim(Kern(G)) + dim(Bild(G)), da Bild(G) Teilraum des R?.

>1 <2
Also ist dim(Kern(G)) # 0 fiir alle linearen Abbildungen G : R® — RZ.

(c) (2 Punkte)

c

dann dim(Kern(H)) = dim(R3) — dim(Bild(H)) =3 — 0 = 3.

a
Fir H ([ b ]) = [ 8 ] ist Bild(H) = {6}, also dim(Bild(H)) = 0. Nach Dimensionssatz gilt



