Februar — (Voll-) Klausur
Analysis I fiir Ingenieure

Losungen

Rechentelil:

1. Aufgabe
Essei I =] —7,7[und f: I — R gegeben durch

= fiir 2 € 1\{0)
. ) sin]z]
f@): {1 firz =0 '

a) Fiir welche x € I ist f stetig?

b) Fiir welche x € I ist f differenzierbar? Geben Sie f’ an.

Loésung
a) Als Quotient stetiger Funktionen ist f stetig auf 1\{0}. Weiter ist

lim —— =lim——— =—-1 und lim —— = lim —
z/08in|z| 2,0 —sinx N\Osin|z|  @\osinz

Daher ist f an der Stelle x = 0 nicht stetig.

b) Es ist

f@%:{—gfoxQ—gﬁL

z fiir z €]0, 5[

sinx

In z = 0 ist f nicht differenzierbar, da f dort nicht stetig ist. Auf I\{0} ist f
differenzierbar, und es gilt

_sin:c.—xcos:r: fii cl—Z=.0
LC oot

- sinz—x cos . s
R fiir z €0, 5[
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2. Aufgabe
Es sei die Folge (ay,)nen durch ag = 2 und
2
1
an+1:a”+ , nzO,
2a,,

gegeben. Zeigen Sie, dass a, > 0 fiir alle n € N, untersuchen Sie (a,,)nen auf Mono-
tonie und bestimmen Sie gegebenenfalls lim,, .. a,,.

Losung

Aus
a +1 - ap _
2a, ~ 2a, 2
folgt mittels vollstdndiger Induktion sofort, dass alle a,, > 0 sind. Daher ist auch
a, > 1 fiir alle n, denn ag =2 > 1 und

Ap4+1 =

ai+1 2 2
(pi1 = o0 >1 <<= a’+1>2a, < (a,—1)">0.
Also gilt
2 1 22 1— 2
an+l_an:an+ _&: angla

2a,, 2a,, 2a,,

und (ay,)nen ist monoton fallend.
Da (a,)nen eine beschrinkte monoton fallende Folge ist existiert lim,, .o a, =: a.

Hieraus erhalt man
a+1

2a '’

a= lim a, = lim a,.; =
n—oo n—oo

d.h. a erfiillt a? — %a — % =0.

Diese Gleichung hat die Losungen a;/, = i + 1—16 + % = i + %, also a € {—%, 1}.
Da aber a,, > 0 muss auch a > 0, also a = 1.

3. Aufgabe
Ist das Integral

141
/ —i—na:dx
1 x®

konvergent? Berechnen Sie gegebenenfalls seinen Wert.

Losung
Mit der Substitution v = x1Inz, Z—Z = 1+ Inx ergibt sich

dzr = lim ; dr = lim — du
T a—oo Jq et inzx a—oo [y el

/Ool—i—lnx “14+nz alna q
1

= lim [—e_“]ahm = lim (—e_aln“ + 60) =1

a—0o0 0 a— 00
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4. Aufgabe

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades fiir die Funktion
f(z) = 2® +sin(1 — )

an der Stelle zyp = 1 und berechnen Sie mit Hilfe des Taylorpolynoms den Funk-
tionswert an der Stelle # = 3 néherungsweise. Schiitzen Sie das Restglied Rs(2)

2
ab.

Losung
Wegen
f'(z) =2x —cos(1—z) und ["(z)=2—-sin(l—x)

ergibt sich das Taylorpolynom zu

1) = 1)+ L@ -1y By
1 2 9 9
:1+ﬁ(x—1)+i(x—1) =z —z+ 1

Daher ist f(3) ~ (3)?— 3 +1=23. Aus

folgt fiir das Restglied
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5. Aufgabe
Berechnen Sie fiir die 27-periodische Funktion f : R — R, die durch
f(x) = %, x €]0, 27],

gegeben ist, die Fourierkoeffizienten a; und by,.

Losung
Fiir k = 1,2, ... ergibt sich mit partieller Integration

1 [ 1 2 27 sin(2 1
o — _/ ;cos(k‘x) dp— - (cos( k) N 7 sin(2km) )
0

T T 272 k2 k k2
1 1 1
= o (k_ 0= z?) =0
und
I 1 [sin(2km) cos(2km) 1
bk:2—7r2 . ZESIH(]{?.T) dx:2—7r2 <T— WT) :_H
Weiter ist
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6. Aufgabe
Berechnen Sie fl §+12 dz.
Loésung

Partialbruchzerlegung: Nullstellen des Nenners sind 0 (doppelte Nullstelle) und —1.

Der Ansatz
r—1 A B C

=44
2?2(x+1) = 22 x+1

liefert die Gleichung
Az(z)) + Bx+ 1)+ C2® =2 — 1,
und Koeffizientenvergleich liefert das LGS

A+ c =0
A+ B = 1
B = —1

Daraus folgt sofort A =2, B=—1, C'=—2. Also

2 -1 2
/%dw = /—da:—/—dx—/ dx
1 0+ 1 r+1

= 2 +H1 2In(z + 1)

1
= 2(In2—-1In1) + (5 - 1) —2(In3 —1In2)

= 41n2—21n3—%.



Verstandnisteil:

1. Aufgabe

Eine Losung der Gleichung
=T+ 24

ist zg = 2 4 7. Geben Sie alle weiteren Losungen an.
Losung
Ist z eine Losung, so ist wegen (z -i)* = 2* auch z - i eine Losung. Daher sind die
weiteren Losungen durch
Zo=z1-1=(—142i)yi=—-2—1

232227,:(—2—2)121—21

gegeben.

2. Aufgabe

Berechnen Sie den Grenzwert

. In(z+1)+cosx
lim
T—00 In(z — 1)

Kann er direkt mit der Regel von I’'Hospital berechnet werden?

Losung
Formales anwenden der Regel von 1’'Hospital liefert

1

lim In(x 4+ 1) + cosx _ iy 2 —lsinx
&—00 In(z — 1) z—00 —
11— (22— 1)si
= lim ~ (@ )smm: lim (1 — 2zsinz — (2* — 1) cosz).

Der letzte Grenzwert existiert jedoch nicht, d.h. die Regel von I’'Hospital kann nicht
direkt angewandt werden.

Da der Cosinus beschrinkt ist, erhdlt man

lim In(x + 1) 4+ cosz — im In(z 4+ 1) — fim I—J{l

Hier wurde die Regel von I’'Hospital erst beim zweiten Gleichheitszeichen angewandst.
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3. Aufgabe

Entscheiden Sie im Folgenden jeweils ohne Begriindung ob die Aussage wahr oder
falsch ist. Dabei sei f : R — R eine stetige Funktion.

wahr | falsch
lim, oo f(x) =0 = [ |f(z)] do < oo v
a€R, a>2 = [[7% existiert v
[? f(z) de > 0= f(z) > 0 fiir alle z € [a, ] v
[P1f(@)| de=0 = f(z) =0 fiir alle = € [a,] v v
[P f(x) de = [ g(x) do = f(x) = g(x) fiir alle z € [a, )] v

(Fir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein
Punkt abgezogen. Jede Nichtbeantwortung wird mit null Punkten gewertet. Die
Punktsumme wird zu null gesetzt falls sie negativ ist.)

4. Aufgabe Gegeben sei die Funktion f: R — R,
f(z) = arctanz — In(1 + 2?).

Zeigen Sie: Fiir x € [%, 1] gilt f(z) > Z —In2.

I
Losung
Wegen

f(1) =arctanl —In(14+1) = % —In2
geniigt es zu zeigen, dass f auf 3, 1] monoton fallend ist. In der Tat, fiir z > £ gilt

B 1 2x _1—2:E<0
o241 1422 1422

f'(x)
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5. Aufgabe

Stellen Sie fest, ob die Funktion f: R — R, f(z) = 1+ z + sinh(z) umkehrbar
ist. Falls dies der Fall ist, bestimmen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion an der
Stelle yo = 1.

Losung
Es ist f'(x) = 1 + cosh(x) > 0 fiir alle x € R, also ist f streng monoton wachsend
und damit injektiv.

Surjektivitét folgt aus lim, 1. f(z) = oo und der Stetigkeit von f.
Also ist f bijektiv und damit umkehrbar.
Die Ableitung der Umkehrfunktion ist fiir yo = f(z0)

1
f'(wo)

(f_1>, (yo) =

Es ist g = 0, da f(0) =1 = yq, also
1 1 1

(f(n) =

f(0) Tl cosh(0) 2’

6. Aufgabe

Es sei f ein trigonometrisches Polynom, d.h.

f(z) = % + Z(ak cos(kwx) + by, sin(k:wx)), W=

k=1
und es sei ag = 0. Welchen Wert hat das Integral fOT f(z) dx ?

Losung
Fir k=1,2,... gilt

T 1 T
/ cos(kwz) dr = [k_ sin(k;wx)} =1 sin(2km) = 0.
0

W 0 W

Analog gilt fOT sin kwz dz = 0. Also ist

T n T n T
/ f(z) de = Z ak/ cos(kwx) dx + Z bk/ sin(kwz) dz = 0.
0 k=1 0 k=1 V0



