Oktober — (Voll-) Klausur
Analysis 1 fiir Ingenieure

Losungen

Rechenteil P- und U-Klausur

1. Aufgabe 7 Punkte

Fiir x < —6 wird der Ausdruck

|z — 2|
r+6
negativ. Fiir x > —6 ist  + 6 > 0. Damit erhélt man

|z — 2| >z +6.

Fallunterscheidung:

(1) > 2: man erhélt z —2>x+6,d.h. 0 > 8

(2) © < 2: dann 2 —z > x + 6, woraus sich z < —2 ergibt.

Damit bekommt man als Losung = €] — 6, —2].

2. Aufgabe 8 Punkte

(a) 1. Beh.: Die Folge (a,)nen ist monoton wachsend.
Bew.: IA: aqy=1<2=q
IB: Fiir ein ng € N gelte a,, < apg+1-
[S:  Esist zu zeigen: a,y41 < Gpgi2

Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion und der IB gilt:,/a,, < /Gnyt1 -
Dabher ist

a/n0+l = V aTLO + 1 S \V a"n0+1 + 1 == a/n0+2'



2. Beh.: Fiir alle n € N gilt: a, < 3.
Bew.:[IA: ¢y=1<3

IB:  Fiir ein np € N gelte a,, < 3.
IS: Es ist zu zeigen: an 41 < 3

Aus apy41 = /Gpn, + 1 erhélt man aus der IB und der Monotonie der Wur-
zelfunktion a, 41 < V3+1<3.

(b) Aus der VL ist bekannt: Jede beschrinkte monotone Folge reeller Zahlen ist
konvergent. Die Folge (a,)nen konvergiert also gegen ein a € R. Dieses berech-
nen wir wie folgt:

a= lim a,.; = lim /a, +1=+a+1,
daraus erhalt man

(a—1)P%*=a & a*—3a+1=0.

Damit ergibt sich a; = 3+2\/5 und ag = 3*2*/5. Da a, € [1,3] fiir alle n € N und

damit a > 1 gilt, ist a = a;.

3. Aufgabe 8 Punkte

(a) Esist D =R\{—-1}.

(b) Die Funktion f besitzt kein globales Maximum, da z.B. mit (z,)nen, T, < —1
und lim,,_, z,, = —1

f(an) — 00 (n — o0
folgt.
(c) Fiir die erste Ableitung erhélt man

!
—3r—44+
fi(z) =3z + CESNE
und fiir die Nullstellen von f’(z) dann

fl(x) =0 < 2(32> + 22 —5) =0,

also

5

r1=0,20 =1 und x3 = —3

Mit f(0) = —4, f(1) = —4.5 und f(3) = % erhélt man als globales Maximum }
und als globales Minimum —4.5 auf dem Intervall [0, 3].



4. Aufgabe 4 Punkte

(a) Mit
fi(x) =sinva? —1,
fa(x) =2+ cos Va2 +1

und
o) fi(=)
g9(z) ()
erhalt man
f(2) = (cos Va2 — 1) x
! vaz—1
() = — (sin v+ 1) x
2 vaz+1
und

SchlieBlich ist
(cos vz — 1) x (2 4+ cosvVz? + 1) N

2 —1

g(z)" = [
N sinvaz? —1 (sin Va?+ 1) T

241

1 pa—

(2 + cosvVx? + 1)2

(cos Va?— 1) x N sinvaz? —1 (sin Va?+ 1) T
Va2 =12+ cos Va? +1)  a? +1(2+cos Va2 + 1)




5. Aufgabe 8 Punkte

(a)

Das Polynom p(z) = 22* — 422 + 2z zerlegt man in p(z) = 2z (z — 1)%. Mit
dem Ansatz

5a? — Tx +4 _5I2—7LL’+4_A+ B C

203 — 42 +2r 2w (z—1)7% 20 z-1 (z2—1)

ergibt sich z.B. mit der Zuhaltemethode
A:4,B:%, und C' = 1.

Damit erhélt man folgendes Integral:
45 2 4 4 4
bat —Tx +4 1 1 1 1
/x—HQdm:Q/ —d:):+—/ d:v+/ —dx,
2 2x(r—1) 5 T 2 ), z—1 s (z—1)

4 2 3 ’
502 — Ta + 4 1 1 1 2
/x—x—zd:v:[ﬂnaf]g—l-[—lnx] +{——} =2In2+ -3+ .
2 2x(x—1) 2 1 Tl 2 k

also

Mit der Substitution z = z? erhilt man dz = g—; und schliellich fiir b > 0 (b €

R)
b ) 1 [
/ 22e7™ dr = —/ ze “dz.
0 2 Jo

Durch partielle Integration mit dem Ansatz f(z) = z, g(z) = —e %, f'(z) =1
und ¢'(z) = e~* berechnet man
1 v b2 v —e VP2 e 41
[—ze™?] —|—/ e “dz = .
0

, 1
3| FG =g

0

Durch Grenziibergang erhélt man

oo b —b272 —b?
) .o—ebh—e"+1 1
/ P dr = lim P dr = lim =—,
0 b—oo J b—o0 2 2
da aus der Vorlesung bekannt ist, dass
2 1
At g = Omd i = =0

gilt.



6. Aufgabe
Fiir
f(x) = sinx cos x + 42?
berechnet man fiir die erste und zweite Ableitung
f'(x) = cos® z — sin® z + 8z,
f(z) = —4sinzcosz + 8
" (x) = —4(cos® z — sin® ).

Fiir das Taylorpolynom 2. Ordnung berechnet man

)= ()= am-y i (5)-s

und erhélt daraus das Taylorpolynom
s (Z) (o= 5) &( Ty’

f<2)+f2 tTg) T g
=m+ (4r — 1) <x—§

T
= 42* — =
:1:—1—2

und fiir das Restglied gilt wegen |cos? ¢ —sin? €| < 1

£ [ m\E|[Alcos? € —sin’€)
6 <$_§> _‘ 6

| Ro(2)] =

fir z € [0,27] (€ € [5, 2] fir v > § bzw. £ € [z, T

(«

5 Punkte



Rechenteil 2/3-Klausur

1. Aufgabe 7 Punkte

(a)

Das Polynom p(z) = 22% — 422 + 2z zerlegt man in p(z) = 2z (z — 1)*. Mit
dem Ansatz

5r? —Tr +4 _5x2—7x+4_A+ B C

203 —4a? +2x 2w (z—1)7 20 z-1 (z2—1)

ergibt sich z.B. mit der Zuhaltemethode
A:4,B:%, und C' = 1.
Damit erhilt man folgendes Integral:
* 527 — Tw 44 ‘1 1 ("1 S
/2 mdx:QL ;dx+§/2 m_lda:—k/z T

also

42 4 1 ’ 17° 1 2
[ e i+ [ina] 4[] <2me s Jma 2
2 2x(r—1) 2 1 Tl 2 ’

Mit der Substitution z = 22 erhilt man dx = g—; und schlieBlich fiir b > 0 (b €

R)
b ) 1 b2
/ 227 dr = —/ ze “dz.
0 2 Jo

Durch partielle Integration mit dem Ansatz f(z) = z, g(z) = —e~ %, f'(z) =1
und ¢'(z) = e~* berechnet man

1Y 1 2 P —e P e 41
3 f(2)d(2)dz = 3 [_zefﬂg —l—/ e Fdy = _C 5 c_*
0 0
Durch Grenziibergang erhélt man
> b —e R 41 1
/ P dz = lim 23e~ dr = lim —° ¢t -,
0 b—oo J b—o0 2 2

da aus der Vorlesung bekannt ist, dass
2

lim ——5 =0und lim ——5 =0
b—o0 eb b—oo €b

gilt.



2. Aufgabe 8 Punkte

(a) Esist D = R\{—-1}.

(b) Die Funktion f besitzt kein globales Maximum, da z.B. mit (z,)nen, T, < —1
und lim,,_, z, = —1

f(an) — 00 (n — o0)
folgt.

(c) Fiir die erste Ableitung erhilt man

f/($):3$—4+(x+—1)2

und fiir die Nullstellen von f’(x) dann
fl(r) =0 & x(32° + 22 —5) =0,

also
5

r1=0,29=1und 23 = ——.

3

Mit f(0) = —4, f(1) = —4.5 und f(3) = % erhélt man als globales Maximum }
und als globales Minimum —4.5 auf dem Intervall [0, 3].

3. Aufgabe 5 Punkte
Fiir
f(z) = sinz cos x + 4
berechnet man fiir die erste und zweite Ableitung
f'(x) = cos’ x — sin® x + 8z,

1"

f (z) = —4sinzcosz + 8

und
"

f (z) = —4(cos®  — sin’ z).

Fiir das Taylorpolynom 2. Ordnung berechnet man

f <g> =72 f (g) = (47 — 1) und f” (g) =38

und erhilt daraus das Taylorpolynom

™

G+ B - -5

und fiir das Restglied gilt wegen |cos? ¢ — sin®&| < 1

3 m\3|  [4(cos? € — sin*€) m\3
o) e ()
fir » € [0,27] (€ € [§, 2] fiir > § baw. £ € [z, 5] fiir v < 7).

| Ro(2)] =




Verstindnisteil P- und U-Klausur

1. Aufgabe 7 Punkte

Es ist |z| = V2+2=2und argz = 7 > daher gilt z; = 2¢'1 . Da z; eine Losung
der Gleichung 23 = w ist, folgt

w = (262%)3 — 8¢l
Die Gleichung hat noch zwei weitere Losungen z; und z3 . Diese sind durch

29 = 2€i(%+27ﬂ) — 2¢i'1s
und

4 -19

gegeben.

2. Aufgabe 8 Punkte

Offensichtlich ist die Funktion g stetig in R\{0} . Wir untersuchen g an der Stelle 0
auf Stetigkeit. Hier ist

ZE2
li =1 8 — |1 =0
Jiny () ;\mo<x+7)

und

lim g(x) = lim (=22) =0,

d.h. der rechts- und linksseitige Grenzwert stimmen bei 0 mit dem Funktionswert
g(0) = 0 iiberein und es folgt, dass g auf ganz R stetig ist .

Auflerhalb von 0 ist g differenzierbar, die Ableitung ist durch

8+ 2 firz>0
g'(r) = T )
—2 fiirxz <0

gegeben. Bei 0 ist g nicht differenzierbar, da

_ 8r + 22
lim 9 —9O) _ 8T H 5 :lim<8+£>:8
N0 x—0 N0 T \0
und
_ 9
i 9@ —9(0) _ 2

z,0 x—0 z/0 T



nicht iibereinstimmen .

3. Aufgabe 7 Punkte
Es ist

p'(z) = 6abr +bc und p’(z) = 6ab
Das Taylorpolynom 1. Ordnung am Entwicklungspunkt zy = 2 ist

Ti(z) = %(w -2)%+ @(w —2)!

= 12ab + 2bc + a*c + (12ab + be)(z — 2)
= (12ab + bc)xr — 12ab + a*c

Das Restglied ist hier Ry(z) = %2(z — 2)? . Also kann der Fehler auf dem Intervall
[1,4] durch

| Ra ()| = |3abl|(z — 2)*| < [3abl|(4 — 2)*| = 12|ab]
abgeschétzt werden.

Das Taylorpolynom 2. Grades stimmt natiirlich mit der Funktion p iiberein, das
Restglied Rj3 ist identisch Null . Notfalls rechnet man das nach.

Ty(z) = ]%(x _9)0 4 p'f,z) (x—2) + pﬂz(?) (z — 2)2
= 12ab + 2bc + a’c + (12ab + be)(x — 2) + 3ab(x — 2)?
= 12ab + 2bc + a*c + 12abx + bex — 24ab — 2be

+ 3abx® — 12abx + 12ab

= 3abx® + bex + a’c.

Aus p” = 0 folgt, dass das Restglied identisch verschwindet.



4. Aufgabe 4 Punkte
(a) FALSCH  (b) WAHR  (c) FALSCH (d) WAHR

5. Aufgabe 6 Punkte
(a) Wahlt man z.B. f(z) =0, so ist f auf dem Intervall [3, co] stetig und es gilt

00 b
/ Mdav:hm 0dr=0<
3

xT b—oo 3

(b) Wahlt man z.B. f(z) =1, so ist f auf dem Intervall [3, co] stetig und wegen

9 bl
/ 1) e — tim [ L e = tim (Inb—In3)
3

X b—o0 3 T b—oo

existiert das uneigentliche Integral nicht.

6. Aufgabe 8 Punkte
(a) Wir betrachten die Funktion

:=3sinhz —1
f(z) sinhz —In——

In dem Intervall [—2,0] ist die Funktion f stetig und es gilt
f(—=2) = 3sinh(—2) —In1 = 3sinh(—-2) <0
und

f(O):—ln% >0

Also existiert nach dem Zwischenwertsatz (mindestens) ein z* €] — 2,0[ mit der
Eigenschaft f(z*) =0 . Dieses z* ist eine Loung der betrachten Gleichung .

(b) Um zu zeigen, dass die Losung x* €] — 2, 0[ aus Teil (a) eindeutig ist, verifizieren
wir, dass die Funktion f streng monoton steigend im Intervall | — 2,0[ ist . Da f
differenzierbar ist und

1 1 1
() = 3coshz — — = 3 cosh — >0
f(x) cosh x #3 ( (x—|—3)2) cos x+x+3

fir alle x €]—2, 0] gilt, folgt die strenge Monotonie von f und damit die Eindeutigkeit
der Losung z* .



Verstéindnisteil 2/3-Klausur

4. Aufgabe 7 Punkte
Es ist |21] = V2 +2 =2 und argz; = § , daher gilt z; = 2¢'7 . Da z eine Losung
der Gleichung 23 = w ist, folgt

§37

w = (262%)3 = 8e'4

Die Gleichung hat noch zwei weitere Losungen 2z, und z3 . Diese sind durch

. 2 -11

und
23 = 26/ (I+F) = 2¢F
gegeben.
5. Aufgabe 8 Punkte

(a) Wir betrachten die Funktion

= 3sinhx —1 .
f(x) sinhs —In ——

In dem Intervall [—2,0] ist die Funktion f stetig und es gilt
f(—2) = 3sinh(—2) —In1 = 3sinh(—-2) < 0
und
1
f(0)=—=In->0
3
Also existiert nach dem Zwischenwertsatz (mindestens) ein z* €] — 2,0[ mit der
Eigenschaft f(z*) =0 . Dieses z* ist eine Loung der betrachten Gleichung .

(b) Um zu zeigen, dass die Losung x* €] — 2, 0[ aus Teil (a) eindeutig ist, verifizieren
wir, dass die Funktion f streng monoton steigend im Intervall | — 2,0[ ist . Da f
differenzierbar ist und

1 1 1
() = 3coshz — — =3coshz + —— >0
f(x) cosh x x_1~_3 ( (x+3)2) cos x+x+3

fir alle x €]—2, 0] gilt, folgt die strenge Monotonie von f und damit die Eindeutigkeit
der Losung z* .



6. Aufgabe 5 Punkte
(a) FALSCH (b) WAHR (c) FALSCH (d) WAHR (e) FALSCH



