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Rechenteil:
1. Aufgabe 12 Punkte

Berechnen Sie:
2
(a) [ 224z,
1
(b) [ xe™* dx mithilfe von partieller Integration.
0

3
(e) [ m% dx mithilfe einer Partialbruchzerlegung.
2
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2. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) =e ".

(a) Berechnen Sie das Taylorpolynom 3. Grades von f um den Entwicklungspunkt z¢ = 0.

(b) Zeigen Sie, dass fiir das Restglied Ry(z) und x € [~1,1] die Abschitzung |Ry(xz)| < % gilt.
(Hinweis: Benutzen Sie dafiir e < 3.)

Lésung:

(a) Esist f'(z) = —e™®, f"(z) = e * und f"'(z) = —e~®. Das Taylorpolynom dritten Grades um
den Entwicklungspunkt xy = 0 lautet damit

Ts(z) = f(0) + f(0)x + f/;(!o) 22 + f’;go) 23

1 1
:17x+§x276x3.

(b) Esist f*)(x) = e~ und fiir das Restglied gilt mit = € [—1,1]:
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Ebenso gewertet:
/(]:)(f) 5 et 5
Ry(z) = 2 = 1
Es ist 0 < e7¢ < 3 und damit
3 . x° 11
Ru(z) < |=a®| = |5 < = < =
[Ra(@)] < | 50 40120 ° 8
3. Aufgabe 8 Punkte

Es sei f : R — R die durch f(z) = |z|, = € [—m, 7] definierte 2m-periodische Funktion. Berechnen Sie
die zu f gehorenden Fourierkoeffizienten.

Losung: f ist gerade, also gilt by = 0 fiir alle kK € N. Weiter gilt

) 27 1 U 1 ™ 1
ap = — f(x)dx:f/ |:v|dx:f/ 2rdr = —n’ =7
2’/T 0 ™ ™ 0 T
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und fir kK >0
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ap = % ; f(z) cos(kz) de = % B f(z) cos(kx) dax = %/0 x cos(kx) dz

=2 (Fointholz - "2 ar) = 220y 2 oat o)
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Verstandnisteil:

4. Aufgabe

(a) Zeigen Sie mit vollstéindiger Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

531—k7n+1
9k 9n
k=0
(b) Benutzen Sie Teilaufgabe (a), um den Grenzwert der Folge

(1) (2" k-1
bnsm(n) " Z ok

k=0

zu bestimmen.

Lésung:

(a) LA.: n=0: 22:012%1@:2%:1:%.

LV.: Son_ 5E = 2EL gelte fiir ein beliebiges festes n € N.
L.S.: Es gilt
n+1 n
1—k 1-k 1—(n+1)
Z ok Z ok T T gnt
k=0 k=0
~n+1 n
- Qmn o on+1
2n+2-n
o on+1
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(b) Nach der ersten Aufgabe ist

da [(=1)"(1 + )| < 2 fiir alle n > 1 und lim, o sin + = 0.

5. Aufgabe

Sei f: R — R gegeben durch:

z?cost, x#0
x”{ 0, =0

(a) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit.

(b) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit.

Losung: Im Anhang.

10 Punkte

12 Punkte



6. Aufgabe 8 Punkte
20 = 2 +1 ist eine Losung der komplexen Gleichung 2% = —7 + 244.

(a) Wieviele Losungen z € C besitzt die obige Gleichung? Begriinden Sie ihre Antwort.

(b) Bestimmen Sie die weiteren Losungen der obigen Gleichung.
Lésung:

(a) f(2) = z* + 7 — 24i hat als komplexes Polynom vierten Grades vier Nullstellen, die gerade die
Losungen der Gleichung sind.

(b) Mit zgp = 2 4 i muss nun auch 27 := —zy = —2 — i eine Losung der Gleichung sein, da 2} =
(—1)*23 = 23 gilt. Analog finden wir 29 :=i-29 = —1 + 2i und 23 := —i - 29 = 1 — 2i. Insgesamt
erhalten wir die vier Losungen 20 =2+, 21 = =2 — 14, 20 = —1 4+ 2 und z3 = 1 — 2i.

Anmerkung: Die komplex Konjugierten sind keine Nullstellen, da 247 kein reeller Koeffizient ist. Die

Existenz von vier Nullstellen ist nur im komplexen Fall gesichert.

[Alternative Losung der Gleichung, die vorgegebene Losung wird ignoriert, die Losungen werden direkt
bestimmt. Keine exakte Bearbeitung der Aufgabe, da die weiteren Losungen der Gleichung bestimmt
werden sollten:]

|24 = | — 7+ 24i| = /(=7)2 + (24)2 = 25
=7 =|z| =254 = /5.

24
x<0:>4¢:7r+arctan—7+2k7r

T + arctan 3—47 + 2km
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Insgesamt:

arctan 24

g =5 Gt ) p=0,1,2,3.




Lésung zu Aufgabe 5:
(i) = Auf R\{0} ist f als Komposition stetiger Funktionen stetig.

% Stetigkeit in 0: Zu iiberpriifen ist ob liné f(z) = f(0) gilt.
x—
Weg 1: Es ist
|[f(@) = FO)] = | f(2)] = |2® cos(})] < |z,

also lim |f(z) — £(0)| < lim |z|? = 0, also
x—0 r—0

lim f(z) = 0= f(0).

x—0

Also ist f auch in 0 stetig.
Weg 2 (alternativ): Es ist

. IERT 2 1 —0—
lim f(2) = lm 2> cos(t) = 0= f(0),
-0 beschrankt
also ist f auch in 0 stetig.

Vorsicht: Der Grenzwert von COS(%) ist fiir x — 0 existiert nicht.

Also ist f auf ganz R stetig.

(i) = Auf R\{0} ist f als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar.

Alternativ kann die Ableitung direkt berechnet werden: Fiir  # 0 ist
f(z) =2z cos(2) + 2?(—sin(L))(—%) = 2z cos(2) + sin(2).

T x2 T z
x Differenzierbarkeit im Punkt 0: Ist mittels Differentialquotient zu untersuchen: Es
ist

f(@)—=f(0) _ @*cos(3)
—0

- - = gcos(L).

Weg 1: Es ist

‘f(x;:é‘(o) _ 0‘ = |z cos(L)| < |,
also lim w — 0‘ < lim |z| = 0, also
z—0 z—0
_ i L@)=f(0)
1/(0) = lim % =0.

x—0

Weg 2 (alternativ): Es ist

Y o F@—F0) . 1y _
f(0) = ilir(l) = ilir(l) r_ cos(y) =0.
—0 beschrankt

2 cog( L
Vorsicht: L’Hospital fiir lin% %S(I) liefert keine Aussage, da der Grenzwert von
T—

2 1 s

w fiir £ — 0 nicht existiert.



