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Block 1.1 - Komplexe Zahlen, (Un-)Gleichungen, Grenzwerte, vollst. Induk-
tion

Losung zur Aufgabe 1§ (Juli SoSe 2011, RT A1) (9 Punkte)

(a) (4 Punkte) Die pg—Formel oder die abc—Formel (1 Punkt) fiihrt auf

2+¢+Vﬂ—@+wy

21,2 = B 1 —1—2
241 1
= _2H + 5\/ -1 (1 Punkt fiirs Vereinfachen unter der Wurzel)

Da v/—1 = =i ist (oder weil man schon oben £ vor die Wurzel geschrieben hat),
erhalt man die zwei Losungen z; =1+ (1 Punkt) und zo =1 (1 Punkt).

(b) (5 Punkte) Schreibe die Aufgabe in Polarkoordinaten:

P =8 =87 = 8(008(3;)—1-2' sin(%r)) (1 Punkt fiir exponentielle oder Polardarstellung).

Mit dem Satz von de Moivre (bzw. dem Satz tiber die Berechnung komplexer Wur-
zeln) gibt es drei Losungen mit Betrag

1,3
2] = 843 =2 mﬂ“%m1<%:§@§+k%% k=0,1,2.

(1 Punkt fiir Satz/Ansatz und Berechnen des Betrags). Man erhilt also konkrekt fiir
die Winkel

I O
TR
(1 Punkt fiir den ersten Winkel) und fiir die anderen Winkel
m,  —om 11w, —m
pr="g(=—5") wmd @=-——(=—)

(1 Punkt fiir die zwei weiteren Losungen). Also

~117

iT P i
Zog=2e'2, 2z =2e"6, 2z29=2"6.

Losungen in Polar- oder Exponentialdarstellung akzeptieren, Winkel entweder in
0, 27] oder [—m, 7]. Skizze (1 Punkt):
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Losung zur Aufgabe 2| (Februar WiSe 2009/2010, VT A2) (8 Punkte)
2 2°
a) |2 = [(2 +i2)°| = ; (1 Punkt) = /(%) + (42)* (1 Punkt)

=\/2+2& =1/ 1 Punkt) = (%) = 35(1 Punkt)

b) Es gilt e’ ‘/_ + \/_z und die Skizze sieht demnach folgendermaflen aus:

—_
!
T

/]

N
NN

N\

Es gibt Punkte fiir folgende Details der Skizze:

Das AuBere inklusive Rand (1 Punkt)eines Kreises (1 Punkt), Mittelpunkt auf der
Winkelhalbierenden, (1 Punkt)der Ursprung liegt im Inneren des Kreises (1 Punkt)

Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2008/2009, RT A3) (7 Punkte)

Variante 1: Der Term im Betrag wechselt bei z; = 1 das Vorzeichen. Deswegen unter-
scheiden wir zwei Félle.

1. Fall: x < 1: Die Ungleichung —z + 1 < 2x — 1 ist dquivalent zu —3z < —2. Die
Losungsmenge davon ist Ly = [, +00[N] — 00, 1[= [3, 1.

1. Fall: Die Ungleichung x — 1 < 2x — 1 ist dquivalent zu x > 0. Die Loésungsmenge
davon ist
Ly = [0, +00[N[1, +00[= [1, +o0.

Die Gesamtlosung lautet L = Ly U Ly = [2, +00].

Variante 2: Die Ungleichung ist auf [1, 400 definiert und dort dquivalent zu 2% —2z+1 <
4x* — 4z + 1, also auch zu 3z% — 2z > 0. Die Losungsmenge ist L = [3, +oo[N (] — 00, 0]U
2, +00[) = [2,+oo]
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Losung zur Aufgabe 4 | (Juli SoSe 2010, RT A1) (12 Punkte)

Punktabzug, falls lim zwischendurch vergessen wird.

a) 1) (3 Punkte)

i 3n? —4n® +n n(3 -4+ L) o % 4+ 4
m ——-— = 1m m ——— ——
n—oo 3n3 —mn+2 (2 Punkte) n—oo ’)’1,3(3 — # + %) n—oo 3 — =5 —|— T (1 Punkt) 3

ii) (3 Punkte)

(Vn2+n—+vn2—-1)(vVn2+n++vn?-1)

lim vVn24+n —+vn2—1 = lim
n—oo (1 Punkt) n—oo \/7’L2 +n+ \/7’L2 —1
n?+n— (n2 - 1)
= hm

B (1+ -)

(1 Punkt) n—>00 \/1 _|_ + \/1 - L

1+—
= lim

1
(1 Punkt) 2

iii) (2 Punkte)
Es gilt lim 2\"/5( P:k) lim v/ /5 = lim v/1 =1 (1 Punkt).
n—oo 1 Punkt) n—oo n— 00
b) (4 Punkte)
Es gilt lim,_.ge® — 1 — 2 = 0 = lim,_,osin?z = 0. Also ist die Regel von de I'Hospital
anwendbar (1 Punkt)
Damit gilt lim,_.qo ez;%;x = lim,_. mﬂﬁ (1 Punkt), falls der letzte Grenzwert exis-
tiert. Da gilt erneut lim,_.ge* —1 =0 = lim,_,o2sinxz cosz. De I'Hospital ist wieder
anwendbar
e’—1 : e’ 1

und es gilt lim, g 550——— (1 Pkt limy—0 5oz 5?2 (1 Punkt) 2

Punktabzug, falls nicht begriindet wird, warum de ['Hospital angewendet werden
darf ("8” 0. &. ist erlaubt), bzw. wenn der Begriff de I’Hospital nicht kommt. Wenn
es nur einmal angegeben wird ist es okay, gibt also keinen Punktabzug.
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Losung zur Aufgabe 5| (Dezember WiSe 2008/2009 (Probeklausur), RT A2) (3 Punkte)

1 n®—3n+1
n = ( e - 3cos(n))

~ n’=3n+1 3cos(n)

- nd34n? n+1

~ n(1- 5 +5) 3cos(n) l-—5 4.5 3cos(n)

(14 ) n+1 1+1 n+1

_3 .41
Es gilt offensichtlich lim % = 1. Wegen —1 < cos(n) < 1 gilt auBlerdem n_—fl <
3Z°j(fl ) < - Da 7111—>I£lo ni—fl = 0 folgt nach dem Dreifolgensatz: nh_)ngo 3Z°j(fl) = 0. Folglich
1— 3 + L

lim a, = lim —2 % _ Jin Beos(n) _ g

Losung zur Aufgabe 6| (Oktober SoSe 2010, VT A3) (13 Punkte)

a) (6 Punkte)

Induktionsanfang fiir n = 1: Es ist a; = v/2 < 2. (1 Punkt)
Induktionsvoraussetzung: Es gelte a,, < 2 fiir ein n € N. (1 Punkt)
Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass dann auch a,; < 2 gilt.(1 Punkt)
Es ist a,41 = v/2 + a, nach Voraussetzung.

Damit erhilt man: any1 = 2+ an < V2 +2 = V4 = 2 (1 Punkt)mit der Begriin-
dung «, dass die Wurzelfunktion monoton wachsend ist (1 Punkt)und an der Stelle %
die Induktionsvoraussetzung (1 Punkt)verwendet wurde.

b) (7 Punkte)

Induktionsanfang fiir n = 2:
2

S (k—1)In(£) = 1-In(2) = In(2) (linke Seite)

k=2
21n(2) — In(2!) = In(2) (rechte Seite)(1 Punkt)
Induktionsvorausetzung:

Es gelte fiir ein n € N,n > 2: > (k—1) - In(:%;) = nln(n) — In(n!).(1 Punkt)
k=2

Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass dann auch gilt:

n+1

Y(k—=1)- ln(ﬁ) =(n+1)In(n+1)—In((n+ 1)!.

k=2
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n+1 k’
S (k= 1) ()
k=2
n+1 - k
= -1 k—1)-1 1 Punkt
o)+ 30k ) )0 Pk
Ind_vor. n - In( 1) +nlnn — Inn!(1 Punkt)

= nln(n+1) —nln(n) + nln(n) —In(n!) = nln(n + 1) — In(n!)(1 Punkt)
= (n+1)In(n+1) —In(n+ 1) — In(n!)(1 Punkt)
= (n+1)In(n+1) — (In(n + 1) + In(n!))

In(a)+In(b)=In(a-b)

(n+ 1) In(n + 1) — In((n + 1)1)(1 Punkt)
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Block 1.2 - Komplexe Zahlen, (Un-)Gleichungen, Grenzwerte, vollst. Induk-
tion

Losung zur Aufgabe 1§ (Oktober SoSe 2008, RT A1) (7 Punkte)

Wir formen um:

—407
(z4+1+d)(z—3—1) = 1:;@,
: —40i(1 — 30)
& P2-22-4i-2=——-" "7
zZ Z ) 10

& 22-224+10=0
Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (p-g-Formel) erhélt man

21’2:1:&\/—9:1:&32'

Losung zur Aufgabe 2§ (Februar WiSe 2010/2011, RT A1) (10 Punkte)

a) (b Punkte)
Fallunterscheidung: (1 Punkt)fiir das Auffinden aller drei Fille.
1. Fall: z <0

Dann ist 2| > 10[z—3] & —z > —102430 < 92 > 30 < = > 1, was im Widerspruch
zu x < 0 steht. (1 Punkt)

2. Fall: 0 <2 <3

Dann ist |z] > 10jz — 3| & = > =10z + 30 & 11z > 30 < = > 2 d.h. im zweiten
Fall ergibt sich als Lésungsmenge das Intervall ]32, 3] (1 Punkt)

3. Fall: z >3

Dann ist |z| > 10jz — 3] & 2 > 102 — 30 < 30 > 9z < 4 > z, d.h. im dritten Fall
ergibt sich als Losungsmenge das Intervall ]3, 2. (1 Punkt)

Insgesamt ist die Ungleichung fiir alle z €]29, [ erfiillt. (1 Punkt)

b) (5 Punkte)
Wir benutzen fiir die Umformung folgende Tatsachen: z-Zz = |z|%, €2 =i und 4 = —4i
(3 Punkte)

z-Z- €2+ 1=0& [z i=4i & |2 =44 [2] =2 (1 Punkt)
Zeichnung: Kreis um den Ursprung mit Radius 2. (1 Punkt)
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Losung zur Aufgabe 3

a) (5 Punkte)

(Oktober SoSe 2010, RT A1)

Sei z = a+ bi, a,b € R. Dann ist

Tt e

|z — 1| < |z +1]
|(a—1)+bi] <|a+ (b+ 1)1

\/(a—l) + 02 < \/a?+ (b+1)2 (1 Punkt)
a’® —2a+1+b* <a®>+b*+2b+ 1 (1 Punkt)

—a<b

Also ist L ={z | — Re(z) < Im(z)} (1 Punkt)

b) (6 Punkte)

(

-2+

P48 =0 2% = -8i.

Es ist |23] = 8 (1 Punkt)und |z|
Als Argument von z haben wir arg(z) =

\S/g

2. (1 Punkt)
3o
2™

(hier geht natiirlich auch arg( ) =—3)(1 Punkt)
Also ist 2° = 8(cos 37 + isin 37). (1 Punkt)

Somit erhalten wir d1e

2, = 2(cos

Also ist 2y = 2(cos § —l—isin 2) = 20,21 = 2(cos Im + isin

2z = 2(cos Hm + isin

drei Wurzeln

%71‘ + 2km 31+ 2km
3

). (1 Punkt)

S ‘//\% /é
au) a) ///

N

+ isin 27), k=0,1,2. (1 Punkt)

6

ZT{'),

(11 Punkte)
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Losung zur Aufgabe 4| (April WiSe 2008,/2009, RT A3) (6 Punkte)

: n®+v/n+cos(2n+1 :
3) S +2\{L_3—’-|_-n7r:—1+ = Jim n3(27f§g+715) = 5, da [ cos(2n)| < 1.
. 1—cos(z) I'H ;. sin(z) UH ;. cos(x) _1
b) glcli)r(l) sin(z2) :1(/,_)0 2x cos(z?) :lcli)% 2 cos(z?)—4z?sin(xz2) =~ 2°
Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2011, VT A3) (12 Punkte)

(a) (6 Punkte) (i) Es gilt cos(2mn) = 1,n € N (1 Punkt). Weiter gilt lim, ., e™" =0 (1

Punkt). Als Produkt zweier konvergenter Folgen ist also a,,n € N, auch konvergent,
und der Grenzwert ist 0 (1 Punkt).
(ii) Es gilt cos(nm) = (—1)", d.h. alterniert zwischen —1 und 1 (1 Punkt). Die
Folge sin(§n) nimmt periodisch abwechselnd die Werte 0, 1,0, —1 an (1 Punkt). Fiir
gerade n ist also b, = 0, fiir ungerade n ist b, entweder —1 oder 1. Wir haben also
zwei Teilfolgen, von denen die eine gegen 0 konvergiert, und die andere betragsméfig
immer 1 ist. Somit konvergiert die Folge nicht (1 Punkt).

(b) (6 Punkte) (i) a, = (=1)"*'(3)" = —(—3)". Diese Folge ist nicht monoton, da das

Vorzeichen wechselt (1 Punkt). Sie ist beschrénkt, denn |a,| < 1 fur alle n € N (1
Punkt). Sie ist konvergent, denn wir wissen dass die geometrische Folge ¢™ fiir |¢| < 1
gegen 0 konvergiert (1 Punkt).
(ii) a, = —(2)". Die Folge ist monoton (fallend), denn das Vorzeichen ist immer
negativ, und 2" = 2.2 > 2" (bzw. —2"*!' < —27 (1 Punkt). Sie ist nicht
beschrénkt, da die geometrische Folge fiir |¢| > 1 nicht konvergiert und deshalb auch
nicht beschrénkt ist (oder da 2" unbeschrénkt ist, oder...) (1 Punkt). Sie ist nicht
konvergent, da geometrische Folge mit |g| > 1 (1 Punkt).
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Losung zur Aufgabe 6 | (Juli SoSe 2009, VT A2) (8 Punkte)

3
a) Induktionsanfang: Fiir n = 3 ist die Formel erfiillt: Z(4k‘—2) =2+46+10 =18 =2.3?
k=1

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein n € N mit n > 3:

n

> (4k —2) = 2n?

k=1

Induktionsbehauptung: So gilt:

n+1

> (4k —2) =2(n+1)°

k=1

Induktionsschritt: Es gilt

i(zug—z) = i(4k—2)+(4(n+1)—2) Yoon? 4 dn+2=2(n"+2+1)=2(n+1)

k=1 k=1

1 A 1 A
b) Aus x4 = = (:L’n + —) und Konvergenz der Folge (x,,) folgt lim x,.; = lim 5 (l’n + —)

2 n n
: : . 1 A
Sei L = lim z,,. Dann gilt L = 2 L+ ) Daraus folgt:
1 1 A
3b=31
2 _ A

A>0,2,>0=L>0=L=+vVA
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Block 1.3 - Komplexe Zahlen, (Un-)Gleichungen, Grenzwerte, vollst. Induk-
tion

Losung zur Aufgabe 1§ (Juli SoSe 2009, RT A2) (8 Punkte)

2 1
a) r=+12+4=4, arctan | —= | = arctan | —= | = Z
) (%@) (vﬁ) ¢

:} ZO = \3/167:118’ Zl et \3/167'(113_;+%r) prng 3 4ei1113_8w7 Z2 et \?/Zez(lf_gr_i_%n) prng \3/161215_;

[

b) 2 =2e7% = re mit r = 2,6 = —F = 5 =2 (2 — 2i) = V2 Vi

1+3\"®  /14+3 3+:\'®
29 = = ’
2 3—1 3—1 341
. 9\ 163 -\ 163
_ (3 +9i 41+ 322) _ (@) _ 163 _ jA(0)+3 _ 3 _
10 10

Losung zur Aufgabe 2| (April WiSe 2008/2009, VT A1) (7 Punkte)

a) P:zr 2zt —aist ein Polynom 4. Ordnung und hat genau vier Nullstellen in C.
b) Die vier Losungen der Gleichung z* = a befinden sich auf einem Kreis mit dem Radius

R :=|z| =1 (siche Skizze):

Im

Re
Die drei anderen Loésungen der Gleichung sind
j(3m y 2m ;57 j(3m 4 4m ; j(3m 4 6 (T o
22262(4+4) =e't, 23262(44_4):6@4, undz4:el(4+4):el(4+2”) — e'a

c) Esgilt: a =z} =¥ = —1.
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Losung zur Aufgabe 3| (April WiSe 2008,/2009, RT A1) (6 Punkte)

Die linke Seite /2 + 1 der Ungleichung ist definiert fiir alle x € R und ist nicht negativ.
Auf R* ist die Ungleichung #quivalent zu z? + 1 < 42%. Diese hat die Losungsmenge
{r e R:|z| > %} Die Teilmenge {x € R : z < —%} entfillt wegen z > 0. Die
Losungsmenge ist L={z € R:x > %}

Losung zur Aufgabe 4 | (April WiSe 2010/2011, RT A2) (11 Punkte)

(a) (4 Punkte)

Fiir x — 0 gilt 1 — cosz — 0 und 22 — 0. Zur Berechnung des Grenzwertes kénnen wir
also die Regel von 1'Hospital anwenden (1 Punkt)und erhalten

- g un i 2 un un . . .
lim ﬂ o(1 P: kt) s12n$ o1 P: kt) lim co2sx (1 Punkt) l Bei der letzten Gleichheit haben
z—0 €T €T z—0

wir die Stetigkeit des Cosinus ausgenutzt.
(b) (3 Punkte)

Die Funktionen z +— e*, x — sin x und x +— cos x sind stetig in 0 und es gilt cos 0 —sin 0 #
0 (1 Punkt). Deswegen gilt

T 0

e (1 Punkt) e 1 (1 Punkt)

lim ———— — = = L

z—0 cosx — sinx cos0—sin0 1-0

(c) (4 Punkte)

Es gilt
" _ n?4cosn — 2n (1 Punkt) n*(1+ <5t — 2) (1 Punkt) 14 osn_ 2
"onP+22n+1 0 m(l+24L) 0 142+ %

Auf die rechte Seite kénnen wir die Grenzwertsétze fiir Folgen anwenden, denn es gilt

° #, % konvergieren gegen 0;

e €% (), denn 0 < |95 < 1 —0;
e Der Nennner konvergiert gegen 1. (1 Punkt)

Insgesamt gilt

1
n — 7 = 1.(1 Punkt)
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Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2009, RT A3) (7 Punkte)
. 6n'—Tn+1  (nt 6—5+% .
o) i T e T (m | T) S
In(2 In(2) +1 1
B lim n(2n) .. In(2)+1In(n) lim n(n):1
n—oo In(3n) n—ooln(3) +1In(n) n—ooln(n)
l H 3 x . 1
¢) lim(1 — 2)* = lim m(0-2)%) _ lim e () Stetighelt von e (lim; 0  In(1-z))
(meﬂo 1—136)
L’Hospital lim, g 1 1
= e =e
Losung zur Aufgabe 6 | (Februar WiSe 2009/2010, RT A1) (7 Punkte)

Induktionsanfang: n = 0: LS=0, RS=1— 3 =0 (1 Punkt)

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n gilt Y, 3,%% = 1— 243 (1 Punkt)

Induktionsbehauptung: Dann gilt auch S 7+ 4k 1 — 2088 () pypkt)

k=0 3E+1 — 3nT2

Induktionsschluss: ZZ:; 33% = h=0 31&1 4;(;121 ) (1 Punkt) D 2043y At ]) (1 Punkt)

W 3n+2
=1 - 2D (] Punkt) = 1 — 257 = 1 — 2205 (1 Punkt)
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Block 2.1 - Funktionsuntersuchungen, Zwischenwertsatz, Mittelwertsatz

Losung zur Aufgabe 1| (April WiSe 2008/2009, RT A4) (9 Punkte)

a)

b)

Der maximale Definitionsbereich ist auf Grund des natiirlichen Logarithmus gegeben
durch Dy =|0, +o0.

Variante 1: f ist als Quotient differenzierbarer Funktionen zweimal differenzierbar
auf [0, +oo[. Es gilt f'(z) = =22 und f(z) = _x_%;(j_lm) = 2223 Die einzige
Nullstelle von f’(z) und somit einziger Kandidat fiir ein lokales Extremum in ]0, +oo[
ist zp = e. Bs gilt f’(e) = —% < 0, daher hat f in zyp = e ein lokales Maximum.
Weiterhin gilt :lclir(l) f(z) = —oo und xh_)ngo f(xz) =0 < I = f(e). Daher besitzt f(z) in
o = e ein globales Maximum.

variante 2: f ist als Quotient differenzierbarer Funktionen differenzierbar auf 0, 4-o00].
Es gilt f'(z) = 1;# Die einzige Nullstelle von f’(z) und somit einziger Kandidat fiir
ein lokales Extremum in 0, +o00[ ist g = e. Auf |0, e[ gilt f'(z) > 0 und auf |e, +00]
gilt f'(x) < 0. Also ist f(x) auf ]0, e[ monoton wachsend und auf |e, +00[ monoton
fallend. Daher hat f(z) in zq = e ein lokales und globales Maximum.

Losung zur Aufgabe 2| (Oktober SoSe 2011, VT A1) (10 Punkte)

(a)

Es gilt //(t) = —3e™3 < 0,Vt € R (1 Punkt), also folgt nach dem Monotoniekriterium
der 1. Ableitung dass h (streng) monoton fallend ist (1 Punkt). Alternativ: In der
Vorlesung wurde gezeigt, dass ¢t — e’ monoton wachsend ist, daraus folgt auch dass
h monoton fallt.

Durch Einsetzen von geeigneten zwei Punkten mit gleichem Betrag aber unterschied-
lichem Vorzeichen (z.B. t = 1 und —t = —1) direkt nachrechnen dass f(t) # f(—t),
(1 Punkt) und f(t) # —f(—t) (1 Punkt).

Nullstellen: f(t) =0 cos(3t) =0 3t =2 +kr <t =2+ 5 ke Z (1 Punkt).
Hier sind die Losungen genau fiir £ = 0,1, 2 im Intervall [0, 7] (1 Punkt). Losungen

sind also t; = %, t, = Z,t5 = 2F (1 Punkt).

Es gilt fiir den Randwert f(0) = cos(0)e® = 1 (1 Punkt). Weiter gilt cos(3t) € [—1,1],
und 3 fillt monoton, somit ist f(¢) < 1 fiir alle ¢ > 0 (1 Punkt). Somit liegt
das Maximum im Punkt 0 und der Funktionswert des Maximums ist 1 (1 Punkt).
(Anmerkung: Die entscheidenden Punkte sind Monotonie von h, Beschrénktheit des
Cosinus, Beriicksichtigung der Randwerte und Berechnung des Wertes).
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Losung zur Aufgabe 3| (April WiSe 2010/2011, RT A1) (8 Punkte)

f(z)= (22 +1)e ™. Es gilt

f(@) = 2ze™ + (2*+1) e (—22)
= —22% (2 Punkte)

Das ist nur fiir z = 0 gleich Null, das heifit das ist der einzige Kandidat fiir eine Ex-
tremstelle (2 Punkte). Da f” (0) = f” (0) = 0 und f® (0) = —12 ist hier tatsiichlich ein
lokales Maximum, welches zugleich global ist (2 Punkte). Daraus folgt, dass die Funkti-
on auf dem Intervall |—oo, 0 streng monoton wachsend und auf ]0, co[ streng monoton
fallend ist. (2 Punkte)

Andere Moglichkeit: Man kann auch mit Hilfe der ersten Ableitung die Stelle z = 0
herausfinden (3 Punkte) und das Monotonieverhalten (s. oben) begriinden, denn f'(x) <
0 fir # > 0 und f/(x) > 0 fiir z < 0 (2 Punkte), denn der Ausdruck e~ erfiillt fiir
allez € R: e > 0 (1 Punkt). Daraus ergibt sich dann, dass bei x = 0 ein globales
Maximum vorliegen muss (2 Punkte).

(Bemerkung: Es soll auch einen Punkt geben, wenn die zweite Ableitung berechnet wird
und herausgefunden wird, dass f”(0) = 0 gilt und dieser Weg dann nicht weiter verfolgt
wird.)

Losung zur Aufgabe 4| (April WiSe 2008/2009, VT A4) (7 Punkte)

Die Funktion f : z ~— cos(zm) — 2°72 ist auf dem Intervall [0, 1] stetig und es gilt
f(0) = cos(0) — 4 > 0 und f(1) = cos(1) — & < 0. Nach dem Zwischenwertsatz existiert
zo €]0,1[ so dass, f(zg) =0 d.h. g ist eine Losung der Gleichung cos(zm) = 2772

Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2009, VT A3) (6 Punkte)

Sei f(x) = x° + 3z — 3. Die Nullstellen von f sind genau die Losungen der Gleichung
2%+ 3z = 3.

Die Funktion f hat mindestens eine Nullstelle:

Das Polynom f ist stetig mit f(0) = =3 < 0, f(1) =1 > 0. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert ein & € ]0,1[ mit f(§) = 0.
Die Funktion f hat hochstens eine Nullstelle:

Weil die Ableitung f'(x) = 52% + 3 > 0 positiv und deshalb die Funktion f streng
monoton wachsend ist, kann es also keine weiteren Nullstellen geben.
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Losung zur Aufgabe 6 (Februar WiSe 2007/2008, VT A5) (7 Punkte)

Erste Variante: Mit Hilfe des Mittelwertsatzes: Sei f :] —1,00[— R, r — In(1 + ) und
x > 0 beliebig, aber fest. f ist differenzierbar auf |0,z und nach dem Mittelwertsatz
existiert somit ein £ €]0, z[ mit

f(z) — f(0) , In(1+ z) 1 1
= d.h. = >
r—0 18, x 1+& " 1+x
Damit gilt
111(1—|—x)Z 1 S m(l+a)> x
T 1+x 1+
Zweite Variante: Sei g : | — 1,00[— R, x — In(1 + x) — $35. Zu beweisen ist nun, dass

g(x) > 0 fiir alle x > 0. Die Funktion ¢ ist differenzierbar auf | — 1, 0c0[ und fiir alle
z € [0, 00] gilt

1 1 B x >0
Cldr (4?2 (L4227

Dabher ist g auf [0, co[ monoton wachsend, d.h. g(x) > ¢g(0) = 0 fiir alle x > 0.

g'(z)
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Block 2.2 - Funktionsuntersuchungen, Zwischenwertsatz, Mittelwertsatz

Losung zur Aufgabe 1| (Oktober SoSe 2008, RT Ab) (9 Punkte)

a) Bestimme zunéchst die Ableitung von f:

f'(x) = 2x cos(x® + %)

Diese verschwindet genau dann, wenn

z=0  oder x2+%:(2k+1)g & x2:(4k+1)%

ist, wobei wegen 22 > 0 auch k& > 0 sein muss.

Priife, fiir welche k die Losung in [—/7, /7] liegt:

Fir k = 0 ist = +3/7 € [—/7, /7@ aber fir k = 1 gilt schon = = :I:gﬁ ¢
[_ﬁv ﬁ]

Also sind die einzigen Extrempunktkandidaten xo =0 und x; 2 = :I:%\/TT

Wir iiberpriifen noch f’ auf Vorzeichenwechsel:

e Fiir z < xy = 0 nahe bei xy ist f'(z) < 0 und fir z > xy = 0 ist f'(x) > 0.
Demnach ist bei zp = 0 ein lokales Minimum mit f(0) = %

e Fiir # < x; = 3/7 nahe bei ; ist f'(z) > 0 und fiir z > ; ist f'(z) < 0.

Demnach ist bei 21 = £1/7 ein lokales Maximum mit f(5/7) = 1.
e Fiir z < zy = —35+/7 nahe bei z, ist f'(z) > 0 und fiir z > z, ist f'(z) < 0.
Demnach ist bei 25 = —%/7 ein lokales Maximum mit f(—3v/7) = 1.

Untersuche noch die Intervallgrenzen: f(+y/m) = sin(37) = —%. Also liegen an den

Réndern globale Minima und bei 2, 2 globale Maxima.

b) Da bei x = 0 ein lokales Minimum und bei z = %\/7_? ein lokales Maximum von f liegt
und f’ zwischen diesen beiden Stellen keine weitere Nullstelle hat (und stetig ist), ist
fiir alle a < %\/7? f auf [0, a] streng monoton und damit umkehrbar. Fir a > %\/7? gilt
dies nicht mehr. Also ist a = /7.
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Losung zur Aufgabe 2| (Juli SoSe 2008, VT A6) (6 Punkte)

e Der Integrand ist immer positiv und daher ist F' streng monoton steigend. Damit
folgt, dass F' seine Extrema am Rand annimmt, also an den Stellen

r=0, und x =27

e Alternativ (ausfiihrlich) Der Integrand 1 + sin®(¢) ist stetig auf I := [0, 27]. Nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt F'(z) = 1 + sin*(z).
Kandidaten fiir Extremalstellen sind die inneren Punkte von I mit F’(x) = 0 und die
Randpunkte des Intervalls [0, 27]. Offensichtlich gilt F’(x) > 0 fiir alle € I, somit
gibt es im Inneren des Intervalls keine Extrema und die Funktion F' ist monoton
wachsend. Daher wird das globale (und somit lokale) Minimum am linken Rand
x = 0 angenommen, und das globale (und somit lokale) Maximum am rechten Rand
T = 2.

Losung zur Aufgabe 3§ (Oktober SoSe 2009, VT A3) (10 Punkte)

a)

b)

Da direkt vorgegeben ist, dass h'(x) > 0, folgt sofort, dass h monoton wachsend sein
muss.

Um die Monotonie von k zu bestimmen, leiten wir k£ einmal ab:

K(z) = e h(z) + e W (z) = e-w( — h(z) + h’(x)).
Der Faktor e™* ist immer positiv, da e-Funktion und der Faktor —h(x) + h'(zx) ist
immer negativ, da

P'(z) <h(z) < —h(z)+h(z)<O0.

Somit ist k eine monoton fallende Funktion.

Fall 1 (z < x): Esist h(z) > 0 und h(zo) = 0 laut Voraussetzung. Wir wissen aus a),
dass h monoton wachsend ist. Angenommen, dass nun fiir ein x < xq gelten wiirde

h(xz) > 0, so wire das damit ein Widerspruch zu h(zy) = 0 (dafiir miisste h dann
fallen).

Fall 2 (x > x): Es ist A(x) > 0 und h(zy) = 0 laut Voraussetzung. Damit ist auch
k(x) > 0 und k(zo) = 0. Wir wissen aus b), dass £ monoton fallend ist. Zusammen
mit der Nichtnegativitéit von k folgt sofort, dass k(z) = 0 fiir alle z > 0. Da aber
e~ # 0 fur alle x > zg, folgt sofort, dass dann h(z) = 0 fiir alle z > x4 sein muss.
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Losung zur Aufgabe 4| (Oktober SoSe 2010, VT A1) (7 Punkte)

f ist aus stetigen Funktionen zusammengesetzt und deswegen stetig. (Bemerke, dass
auch 1+ 2?2 > 0 fiir alle x gilt.) (1 Punkt)

Es ist f(—2) < 0 und auch f(0) < 0 (1 Punkt). Wir versuchen eine Stelle x im Intervall
[—2,0] zu finden, so dass f(xz) > 0 gilt. Z.B. ist f(—1) = —2—%6 +% > 0,dae > 1
(2 Punkte)

Mit dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen folgt, dass im Intervall [-2, —1] und
damit auch im Intervall [—2, 2] eine Nullstelle liegen muss. (1 Punkt)

Da das Intervall [—2, 0] kompakt ist, ldsst sich der Satz vom Maximum/Minimum anwen-
den (1 Punkt), und es folgt, dass f auf dem Intervall sowohl Maximum als auch Minimum
annimmt. (1 Punkt)

Losung zur Aufgabe 5§ (Oktober SoSe 2008, VT A2) (8 Punkte)

Die Funktion f ist stetig (1 Punkt)und es gilt f(0) = -1 <Ound f(1)=1+¢e®>—-2>0
(2 Punkte). Nach dem Zwischenwertsatz (1 Punkt)fiir stetige Funktionen existiert also
ein £ € (0,1) mit f(§) = 0 (1 Punkt). Es existiert also mindestens eine Nullstelle im
Intervall [0,1] (1 Punkt). Da f'(z) = 1+ 3¢* > 0 fiir alle z € R, folgt die strenge
Monotonie von f (1 Punkt)und daraus die Eindeutigkeit der Nullstelle (1 Punkt).

Losung zur Aufgabe 6 | (April WiSe 2007/2008, VT A4) (8 Punkte)

Variante 1 (Mittelwertsatz): Es gilt f(1) = f(2) = 0(2 Punkte). Da f auf |1,2[ diffe-
renzierbar ist, existiert nach dem Mittelwertsatz ein & €]1,2[ (2 Punkte) mit 0 (2 Punkte)

f 2) — f 1 (2 Punkte)
()
Variante 2 (Zwischenwertsatz): Die Ableitung f'(z) = In(z) + (2 Punkte) von f ist

als Summe stetiger Funktionen fiir alle x € RY stetig (2 Punkte) und es gilt f'(1) = —1
und f'(2) = In(2) > 0 (2 Punkte). Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein £ €
]1,2[, so dass 0 = f'(£)(2 Punkte).

r—2
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Block 2.3 - Funktionsuntersuchungen, Zwischenwertsatz, Mittelwertsatz

Losung zur Aufgabe 1| (Juli SoSe 2008, RT A4) (7 Punkte)
1. Weg:
f'(z) = —e>Tsinm, f"(x) = e“**(sinz — cosz). Dann ist

f(x)=0 & z=km keZ.

Einsetzen in die zweite Ableitung liefert

1)k 0, k gerade
Mkr) = (—1)FHCDN ST :
k) = (=1)"e >0, k ungerade
. : 7
Also hat / lokale Mle.lma be'l (2km|e) L ke .
lokale Minima bei (2(k +1)7|2) , k€ Z

2. Weg:
Da die Funktion x — e* monoton wachsend ist, hat f seine Extrema genau da, wo der
Kosinus seine Extrema hat.

lokale Maxima bei (2k7|e) , kel

Also: f hat :
so f ha {lokale Minima bei (2(k + 1)7T|%) , ke

Losung zur Aufgabe 2| (Juli SoSe 2008, VT A5) (7 Punkte)

(a) Aus 22 > 0 und 1 + 2% > 0 folgt f(z) = 11% > 0. Mit f(0) = 0 erhalten wir

inJ£ f(z) = mijf{l f(z) = 0. Weiter folgt f(z) <1 aus 2? <1+ 2% Mit lirin flz) =1
zelR zelR T—100
gilt sup f(z) = 1.

z€R

(b) Es gilt
e >0
glx)=<1 =0
é <0

Mit 1 < 1 < e folgt inf = mi =1 yund = =e.
it ¢ e folgt inf g(z) = ming(x) = 7 un ilelugg(x) max g(z) = e
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Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2010/2011, VT A2) (11 Punkte)

a)

Die Funktion x + €% ist stetig auf R. Die Funktionen x ~ 1723 — 2 und leﬂ

sind ebenfalls stetig auf R. Da f somit aus stetigen Funktionen zusammengesetzt ist,
folgt, dass f stetig auf R und somit auch auf [—1, 1] ist. (1 Punkt)Nach dem Satz vom
Maximum und Minimum nimmt jede auf einem kompakten Intervall stetige Funktion
ihr Maximum und Minimum an. (1 Punkt)

Es gilt f(0) = =1 und f(1) =17—1—¢/2 > 17— 1—2 = 16. (1 Punkt)Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es ein x € (0,1) C [—1,1] mit f(z) = 0. (1 Punkt)

Man beachte, dass hier nur die Existenz von Maximum, Minimum und Nullstelle zu
zeigen war. Sie brauchen nicht berechnet zu werden.

Wenn ¢ im Innern des Intervalls ein lokales Extremum xq hétte, so miisste ¢'(z¢) = 0
gelten.(1 Punkt)

Es ist ¢'(z) = e*(x + 2) + € = €"(z 4+ 3). (1 Punkt)Nun ist e* > 0 fiir alle z und
weiterhin ist (z 4+ 3) > 0 fiir alle x €] — 3, —1[.(1 Punkt)Somit ist ¢’(x) > 0 fiir alle
x €] —3,—1] und g besitzt im Innern von [—3, —1] keine lokalen Extrema. (1 Punkt)

Auf dem abgeschlossenen Intervall besitzt ¢ nach dem Satz vom Maximum und Mi-
nimum globale Extrema und diese miissen auf den Réandern liegen. (1 Punkt)Da g

wegen ¢'(x) > 0 fiir alle x €] — 3, —1], ist g monoton wachsend. Damit ist bei z; = —3
das globale Minimum und bei x5 = —1 das globale Maximum. (2 Punkte)
Losung zur Aufgabe 4| (Februar WiSe 2007/2008, VT A1) (6 Punkte)

Sei f: [0,7] = R, x +— e*cosx — sin .
Die Funktion f ist stetig auf [0, 7], f(0) =1 > 0 und f(7) = —e™ < 0.
Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein £ € [0, 7], so dass f(£) = 0, d.h. e® cos& = sin €.



Early-Bird-Fahrt Losungen zum Block 2.3 Seite 21

Losung zur Aufgabe 5 (Februar WiSe 2009/2010, VT A4) (8 Punkte)

Die Funktion f ist als Komposition stetiger Funktionen stetig. (1 Punkt)
Es gilt f(0) = arctan0 — 577 = 0 — 1 = —1 < 0 (1 Punkt)
und f(1) = arctanl — =5 = 5 — 1 = 222 > 0. (1 Punkt)

+1 4 2

Laut Zwischenwertsatz 1(1 Punkt)hat f also (mindestens) eine Nullstelle im Intervall |0, 1].
(1 Punkt)

Es ist f'(z) = 5z + (HI)Q > 0 (1 Punkt)fiir alle z.

Laut Monotoniekriterium ist f also streng monoton wachsend. (1 Punkt)

Deshalb kann f hochstens eine Nullstelle haben. (1 Punkt)

Also hat f genau eine Nullstelle.

Losung zur Aufgabe 6 | (Oktober SoSe 2011, VT A3) (8 Punkte)

(a)

Der Mittelwertsatz besagt, dass es ein ¢ € [r/4,7/2] gibt, so dass W =

f'(c) ist (1 Punkt). Eingesetzt in unserem Fall ergibt das Wrw = cos(c) (1

Iz
Punkt). Da sin(7/2) = 1 ist (1 Punkt) ist das aquwalent zul— 81n(7r/4) 7 cos(c).
Diese Gleichung ist durch Umformen #quivalent zu 7 cos(c) +sin§ = 1 (1 Punkt).

(Anmerkung: Die Aquivalenz muss irgendwie ersichtlich sein, zumindest die benétigte
Richtung der Implikation).

Alternativ: Auflésen nach z ergibt # = arccos (4 2\/_> (1 Punkt). Durch geschicktes

Abschétzen kann man zeigen dass das im angegebenen Intervall eine Losung hat (2
Punkte). Diese Losung gibt eine Punkt weniger, da in der Aufgabenstellung explizit
Anwendung des Mittelwertsatzes gefordert war.

Mit dem Mittelwertsatz gibt es ein ¢ € [0, 1] so dass £ —(0) = ¢'(c) ist (1 Punkt). Das
ist dquivalent zu g(1)—g(0) = ¢'(c) (1 Punkt). Da nach Voraussetzung g(1)—g(0) >0
ist (1 Punkt) folgt aus dieser Gleichung ¢’(¢) > 0. (1 Punkt)

Alternativ: Da g(1) — g(0) > 0 und g stetig ist, muss es ein Intervall [a,b] C [0, 1]
geben, (1 Punkt), auf dem g streng monoton wéchst (1 Punkt). Fiir alle ¢ aus diesem
Intervall gilt dann wegen dem Monotoniekriterium der ersten Ableitung (1 Punkt)
¢'(¢) > 0 (1 Punkt). Hier war der Mittelwertsatz nicht vorgegeben, somit geben beide
Losungen gleich viele Punkte.
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Block 3.1 - Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Losung zur Aufgabe 1| (Februar WiSe 2010/2011, VT A1) (10 Punkte)

Die Exponentialfunktion ist nach stetig. Auflerdem ist fiir jedes b € R die Funktion, die
durch x — b+ e* gegeben ist, stetig. Also ist die Funktion f stetig auf R\ {—1,0}.
(1 Punkt)Die Aufgabe ist also a und b so zu wihlen, dass in den Punkten —1 und 0,
jeweils der links- und rechtsseitige Grenzwert existiert und mit dem Funktionswert an

der Stelle iibereinstimmyt.
Aus

a
li = lim — = — d 1l =limz=—-1=f(-1
lim f(z) =lim —=—a und lim f(z) = lim o f(=1)

folgt, dass f fiir a = 1 stetig in —1 ist. (2 Punkte) Aus

. T . . BERT T __ 0 __
l;%lf(x)—g%x—O—f(O) und l;?gf@)—lﬁrolb—l—e =b+e =b+1

folgt, dass f fiir b = —1 stetig in 0 ist. (2 Punkte) Insgesamt ist f fiir a =1 und b = —1
stetig auf R.(1 Punkt)

31 (2 Punkte)

o

4 -3 —2 - 1 2 3 4 z

21 a=1und b= —1| (2 Punkte)
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Losung zur Aufgabe 2| (Februar WiSe 2007/2008, RT A3) (8 Punkte)
Es gilt

lim f(z) — f(0) i 08T 11H1 smlel —cosx:_lzf,(o)

z—0 €T z—0 x2 z—0 2x z—0 2 2
Losung zur Aufgabe 3| (April WiSe 2007/2008, RT A2) (8 Punkte)

1. Weg: Untersuche f zunéchst auf Stetigkeit: li{% f(z) = li{% 22e°(@) 4 = ¢(2 Punkte).
li;ré flz) = li;r(l) 1 =1= f(0)(1 Punkt). Also ist f in # = 0 genau dann stetig, wenn

¢ =1 ist(1 Punkt).
Untersuche nun die Differenzierbarkeit von f mit gewihltem ¢ = 1: lim £ [@=/O) —

z\,0 z=0
lim w = lim ze¥?°(®) = 0(2 Punkte). Weiter gilt: lim w = lim =L =
x\,0 z—0 x\,0 z,/0 % 0 z,/0% 0
0(1 Punkt). Also ist f in = = 0 differenzierbar mit f’(0) = 0(1 Punkt).
2. Weg: hm m—O = h\‘ 1 %(2 Punkte). Dieser Term kann nur konvergieren,

wenn auch der Zahler gegen null strebt. Es gilt aber li{% 2@ Lo -1 = ¢ —

1. Es muss also ¢ = 1 gewihlt werden(2 Punkte). Nun gilt: hi% 22ein @) o1 f)“_l =
sin2 T :

lim Z2¢0 — iy gesin®@ = 0(2 Punkte). Ebenso gilt hm ! (x f © — Jim =L 6 =

N0 £ z\0 x,/0%"

0(1 Punkt). Also ist f in 2 = 0 differenzierbar mit f'(0) = 0(1 Punkt).

Losung zur Aufgabe 4 | (April WiSe 2010/2011, VT A1) (10 Punkte)

a) Die Funktion ist fiir alle z # 0 stetig, da sie aus stetigen Funktionen zusammengesetzt
ist. (1 Punkt)

Auch an der Stelle z = 0 ist f stetig, denn es gilt: lim, o2 sin = = 0 (1 Punkt), weil
0 < |zsin 2| < |z| (die sin-Funktion ist beschrénkt) (1 Punkt)und
lim, 00 =0 = lim, ¢ |z| (1 Punkt).

b) Die Funktion ist fiir alle x # 0 differenzierbar, da sie aus differenzierbaren Funk-
tionen zusammengesetzt ist. (1 Punkt)An der Stelle x = 0 ist f nicht differenzier-

bar (1 Punkt), denn der Grenzwert (1 Punkt)hm M = lim % lim sin =

x—0 z—0
(1 Punkt)existiert nicht. (1 Punkt)
(Wéhlt man z.B. 2,, = ==, so hat die Folge (f(,))nen mehrere Hiufungspunkte.)
2
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Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2010, VT A5) (10 Punkte)

a) (4 Punkte)

Fiir beliebiges b und x < 5 bzw. x > 5 ist f als Polynom stetig. (1 Punkt) Kritische
Stelle ist also = 5. Damit f stetig in 5 ist, muss gelten lim,\ 5 f(z) = lim, 5 f(z) =
f(5).(1 Punkt)

Es gilt lim,\ 5 f(z) = 50 — 2 = f(5) und lim, ~5 f(z) = 23.(1 Punkt)Also muss gelten
5b — 2 = 23, also b = 5. (1 Punkt)Punktabzug, falls nicht klar wird, dass b einziger
Wert ist, falls die Implikation also nicht richtig deutlich wird. Z.B. schreiben viele
wahrscheinlich: "fiir b = 5 ist f stetig”.

b) (6 Punkte)
Fir z # 0 ist g als Produkt und Hintereinanderausfithrung differenzierbarer Funk-
tionen differenzierbar. (1 Punkt)Um zu untersuchen, ob ¢ in 0 differenzierbar ist,
betrachten wir den Differenzenquotienten

(0) _ z? CO;(QE%> = xcos(é). (1 Punkt)

g(r) —

ol

Wir zeigen lim, o2 cos(Z) = 0. Da cos durch 1 und —1 beschrénkt ist (1 Punkt),
gilt

1 1
|xcos(;) — 0| = |z|| COS(;” < |z|[(1 Punkt)
und damit (2) () .
/ _ .. 9\r)—9g 1 Y
g'(0) = lim =———7"— = limwcos(—) =0,

also ist g in allen = € R differenzierbar. (2 Punkte)
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Block 3.2 - Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Losung zur Aufgabe 1§ (Juli SoSe 2009, VT Al) (5 Punkte)

Weil sin (Zz) die Komposition der stetigen Funktionen sin(z) und Iz ist, ist g(z),z # 0
ein Quotient von stetigen Funktionen, und diese sind iiberall dort stetig, wo sie definiert
sind. D.h. g ist stetig fiir x £ 0. Fiir die Stetigkeit in x = 0 muss gelten

lim g(x) = (0) = a

Nach dem Satz von Bernoulli-I’Hospital ist

Jig SO w1y c0s)
0—0 0 0—0 1
~sin (%ZB) T
Daraus folgt: lim —=—~ = — =aq
x—0 xT 5)
Losung zur Aufgabe 2 (Februar WiSe 2009/2010, VT Ab5) (8 Punkte)

Fir alle x > 0 und alle x < 0 ist f jeweils als Komposition differenzierbarer Funktionen
differenzierbar. (1 Punkt)

Um an der Stelle z = 0 differenzierbar zu sein muss f zunéchst stetig sein. (1 Punkt)
Es gilt lim, o f(z) = lim, - e**!' = e = f(0) (1 Punkt)

und lim,\ o f(2) = lim,~ o sin(2z) 4+ bcos(x) = b. (1 Punkt)

Deshalb muss b = e sein. (1 Punkt)

Der linksseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ergibt

. f(x> o f(o) i eax-i—l — €y .. aeax-}—l
x,/0 xz—0 z,/0 x x /0

= a - e(1 Punkt)

Der rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten ergibt

- in(2 —en . 2cos(2r) — esi
lim f() = f(0) — lim sin(2x) + ecos(x) — e v cos(2x) — esin(x)

= 2(1 Punkt)

Damit f in z = 0 differenzierbar ist muss also a = 2 gelten. (1 Punkt)

Losung zur Aufgabe 3| (Dezember WiSe 2008/2009 (Probeklausur), RT A4) (5 Punkte)

AufR\{0} ist f differenzierbar als Produkt und Komposition differenzierbarer Funktionen
mit Ableitung f'(z) = 2z sin(1) — cos(2) (z # 0!). Es ist noch die Differenzierbarkeit in
x = 0 zu gewahrleisten.
Wir bestimmen zunéchst a so, dass f stetig ist in = 0. Das gilt genau dann, wenn
f(0) = limz — 0f(z). Es gilt lintl)f(x) = 1111%%’2 sin(1) = 0, da 1111%):62 =0und -1 <
sin(1) < 1. Mit f(0) = a folgt: f ist stetig in # = 0 genau dann, wenn a = 0.
Setze nun a = 0. Dann gilt:

fla) = f(0) _ . a’sin(z) —0

. . .1
e 0 e oo e =0
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Daher ist fiir a = 0 f auch differenzierbar in x = 0 mit f’(0) = 0, also insgesamt

) = {g:vsm( =) —cos(y) firx#0

firz=0

Bemerkung: f ist nicht stetig differenzierbar in z = 0, d.h. lir% f'(x) # f(0), denn
lir% cos(2) existiert nicht, folglich auch nicht MII(I) f(x).

Losung zur Aufgabe 4| (Oktober SoSe 2011, VT A2) (12 Punkte)

(a) fistauf]—7,0[U]0, F]stetig, da x + tan(x) und = + 1/x dort stetig sind (1 Punkt).

Untersuche Stetigkeit in 0: L’Hospital fiihrt auf lim,_.q tan(e) _ lim,_. 1+t+112(x) (1

Punkt). Da 1+ tan?(0) = 1 ist (1 Punkt) folgt lim, .o tar;ﬂ = 1 (1 Punkt). Man
muss also ¢ = 1 wéhlen (1 Punkt, muss explizit da stehen), dann ist f auf ganz
] — 5, 5[ stetig. Alternativ: Ableltung des Tangens —— O
Andere Losungsmoglichkeit, gibt gleich viele Punkte: f ist auf | —7,0[U]0, 7] stetig,
da x — tan(z) und z — 1/x dort stetig sind (1 Punkt). Untersuche Stetigkeit in 0:

lim, o tar;ﬁ = lim,_o 22 _1__ (1 Punkt) der zweite Faktor geht gegen 1 (1 Punkt)

x COS((E)

und aus der Vorlesung ist bekannt dass lim, g Sm(x) = 1 ist (1 Punkt). Daraus folgt
ebenfalls dass a = 1 ist (1 Punkt).

(b) fist auf | — 7,0[U]0, 7| differenzierbar, als Produkt differenzierbarer Funktionen (1
Punkt) Untersuche Differentialquotient in 0:

. tan(z) 1 t .
lim f(z) - f(0) — lim—* " — lim tan(z) —z (1 Punkt)
x—0 xr — O z—0 €x z—0 ,],’2
Mit I’'Hospital:
t — 1+ tan?(z) — 1 tan?
TG R L o ) e L GO T S
x—0 € z—0 2;6 z—0 €T

Da lim, .o tar;(m) = 1 (aus Teil (a), 1 Punkt) und lim,_tan(z) = 0 (1 Punkt)

tan (w

folgt lim,_,q = 0 (1 Punkt) (kann alternativ mit nochmaliger Anwendung von
I’Hospital bew1esen werden, Punkte entsprechend insgesamt 3 fiir diesen Teil). Somit
existiert der Grenzwert, also ist f in 0 differenzierbar, und f’(0) = 0 (1 Punkt).

Alternativ: Fiir  # 0 ist f'(z) = (HtanQ(?z)x_tan(x) (2 Punkte) Im Grenzwert fiir
x — 0 fithrt 'Hospital (1 Punkt) und ein bisschen rechnen (1 Punkt) ebenfalls aufs
richtige Ergebnis (1 Punkt) (die tibrigen Punkte wie in der ersten Version der Lo-

sung). Setzt man als Ableitung fiir den Tangens ﬁ(x) ein, so wird die Rechnung

miithsamer, fithrt aber natiirlich auch auf das richtige Ergebnis.

Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2011, VT Al) (9 Punkte)
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(a) (4 Punkte) Die Funktion ist stetig auf den Teilintervallen | — oo, 7/2[ und |7/2, 0o,
da die Sinusfunktion sowie jede Polynomfunktion stetig ist (1 Punkt). Zu priifen ist
also der Punkt = = 7/2. Dort gilt

1/11r> f(z) = 1/1111/ sin(z) =sin(7/2) =1 (1 Punkt fiir die Grenzwertbestimmung).
x/'m/2 z,/ ‘w2

Nach Definition ist f(7/2) = a% + b. Damit die Funktion stetig ist, muss also gelten

ag +b=1 (1 Punkt fiir die Formulierung der Bedingung).

Damit kann man einen der beiden Parameter eliminieren, also

™ 2
b—l—aE oder a—;(l—b).

Die Losung ist also
L={(a,b):a e R,b= 1—ag}, oder L= {(a,l—ag),ae R}.

(1 Punkt dafiir, wenn die Losung so oder dhnlich aufgeschrieben wurde. Es muss klar
sein, dass ein Parameter durch den anderen ausgedriickt wird, und der andere frei
gewdhlt werden kann).

(b) (5 Punkte) Die Funktion ist differenzierbar auf den Teilintervallen | — oo, 7/2[ und
|7/2,00[, da die Sinusfunktion sowie jede Polynomfunktion differenzierbar ist (1
Punkt). Die Ableitung ist

f(z) =cos(x),z < w/2, bzw. f'(r)=a,z>m/2 (1 Punkt).

Es gilt also

lim f(z)=a wund lim f(z) = lim cos(z) =0 (1 Punkt).

T\ /2 x,/ /2 x,/ /2
Daraus folgt @ = 0 (1 Punkt). Aus Teil (a) folgt, da jede differenzierbare Funktion
stetig ist, dass b = 1 sein muss (1 Punkt).
Alternativer Losungsweg: Die Funktion ist differenzierbar auf den Teilintervallen
| — 00, m/2[ und |7/2, 00|, da die Sinusfunktion sowie jede Polynomfunktion differen-
zierbar ist (1 Punkt). Im Punkt = 7/2 werden links- und rechtsseitige Ableitung
betrachtet. Man erhélt

_ b— (aZ +b _
lim f(z) — f(7/2) _ lim ar + (af + ): lim a(r —7/2) .
a\r/2 x— )2 N\ /2 x—7/2 v/ m/2 T —T)2
und wegen der Stetigkeit
lim flx) = f(n/2) — lim sin(z) — 1 — m cos(z) _o,
x,/ /2 LU—7T/2 x,/ /2 LU—7T/2 x,/'T/2 1

mit de ’'Hospital. (1 Punkt). Daraus folgt ebenfalls a = 0 (1 Punkt), und dann auch
b=1 (1 Punkt).
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Block 3.3 - Stetigkeit, Differenzierbarkeit

Losung zur Aufgabe 1| (Oktober SoSe 2009, VT A1) (8 Punkte)

g ist als Quotient aus Polynomen, die automatisch iiberall stetig sind, zunéchst fiir alle
x € R\{-3, 3} stetig.
Es gilt mit

22—9 = (z+3)(z—3) und  2*—27—3 = (z—3)(2+1) (p-g-Formel fiir die Nullstellen),

dass
x? — 21 —3 (x—=3)(z+1) r+1 2
lim ——— = 1i — lim == — — _ 2 g(-3
ey T e T A T 7 T3 9
und damit ist g an der Stelle x = —3 nicht stetig.
Fiir die andere Stelle x = 3 gilt
. $2—2$_3L’H.. 2¢ — 2 2
:1:1321’, x2—9 —ill)l’:l)) 2x _5_9(3)
und somit ist g an der Stelle x = 3 stetig.
Insgesamt ist g also fiir alle x € R\{—3} stetig.
Losung zur Aufgabe 2| (Oktober SoSe 2008, VT Ab) (8 Punkte)

f ist stetig, da nach Voraussetzung differenzierbar (1 Punkt). Damit ist g in R\{zo} eine
Komposition stetiger Funktionen (1 Punkt), wobei der Nenner in diesem Bereich nie Null
wird (1 Punkt). Also ist g in R\{zo} stetig (1 Punkt).

Die Stetigkeit von g im Punkt xy wird nun getrennt bewiesen. Aus der Definition des

Grenzwertes folgt
lim g(z) = lim —f(m) — f(zo)

T—T0 T—T0 T — 2o

Der letzte Grenzwert existiert, da f differenzierbar ist (1 Punkt) und ergibt f’(z) nach
Definition der Ableitung (1 Punkt). Damit folgt aber

lim g(z) = f'(z0) = g(wo) (1 Punkt),

T—xo

(1 Punkt)

also die Stetigkeit von g am Punkt zy (1 Punkt).

Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2008/2009, RT A5) (7 Punkte)

Variante 1: Eine notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit von f in x = 0 ist die
Stetigkeit von f in diesem Punkt, d.h. wenn lir% f(z) = f(0) = ¢. Nach der Regel von

= lim @ = 1. Also ist f in x = 0 genau dann

z—0

Bernoulli-L’Hospital gilt: lim sin(z)

0 T
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stetig, wenn ¢ = 1. Fiir ¢ = 1 gilt dann

sin(x) .
— O smr) 1 . 7 B 1
i [ = SOy S m Ly i@ — e cos(@) — 1
z—0 z—0 z—0 1 —0 z—0 72 250 2
LH, o T sin(x) 0
x—0 2

Demnach ist f'(0) = 0 und fiir x # 0 ist die Funktion als Quotient differenzierbarer Funk-

tionen differenzierbar auf R\{0} mit Ableitung f'(x) = w Zusammenfassend:

x cos(x) — sin(z)
0, xz = 0.

Variante 2: Nach der Regel von Bernoulli-L’Hospital gilt:

sin(x) .

x)— f(0 —= —c sin(x) — cx 1 cos(z) —c¢

lim f2) = £(0) _ lim —2—° — lim sin(z) — cz v, lim cos(z) —c
—0 r—0 z—0 x —10 z—0 12 z—0 2x

wobei der letzte Grenzwert genau dann existiert, wenn ¢ = 1. Fiir ¢ = 1 gilt dann

lim s@=1 I g %n(x) =0, also f'(0) = 0. Fiir z # 0 ist die Funktion als Quotient dif-

a—0 2 z—0
ferenzierbarer Funktionen differenzierbar auf R\{0} mit Ableitung f'(x) = W
Zusammenfassend: () — sin(2)
x cos(x) — sin(x
fi(x) = x? A
0, xz=0.
Losung zur Aufgabe 4 | (April WiSe 2008/2009, VT A2) (7 Punkte)

Variante 1: f ist im Punkt x( differenzierbar, wenn

oo 1) = (o)

T—T0 T — X

existiert.

In unserem Fall ist die Funktion f stiickweise definiert und wir betrachten:

lim —f(x) — f0) = lim x_2

=0
/0 x—0 /0 X
und 0 b—2 b—2
N0 x—0 N0 T N0 T

Die Funktion f ist daher differenzierbar in z = 0 fiir a = 0 und b = 2 und es gilt f'(0) = 0.

Variante 2: Notwendig fiir die Differenzierbarkeit in x = 0 ist die Stetigkeit. Es gilt

lim () :9161%(3:2 +2)=2=f(0)
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und
9161{% f(x) = 9161{1(1)(&95 +b)=0>
Die Funktion f ist also stetig in x = 0 fiir b = 2. Weiterhin gilt
_ 2
G Rl () RN
0 x—0 z,/0 x
und 0 2—-2
lim M — lim arti—2s_ a
z\,0 x—0 x,/0 X
Daher ist die Funktion f in x = 0 differenzierbar fiir « = 0 und es gilt f’(0) = 0.
Losung zur Aufgabe 5 (Februar WiSe 2008/2009, VT A3) (8 Punkte)
a) Es gilt
lim lim 0 lim ! lim
im z,= lim ——=0= 1 = lim z,
n—-+00 n—+oo \/1 +nm n—too T+ T+ 2nm
b) Es ist
Flon) = Fme) = 1 -
YN T+’ sin(l+nr—1)+2  sin(nw) + 2
und
1 1 1
fzn) _f(\/1+%—|—2n7r) Csin(l+ I 42nm—1)+2 sin(Z)+2 3
Dabher ist 1 1
c¢) Die Folgen (z,,) und (z,) konvergieren beide gegen 0, aber lim f(x,) # lirf f(zn).

Daher ist f im Punkt x = 0 unstetig.

d) Die Funktion f ist in = 0 nicht stetig und daher auch nicht differenzierbar.
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Block 4.1 - Polynome, Taylorpolynome

Losung zur Aufgabe 1| (Februar WiSe 2008/2009, VT A2) (8 Punkte)

a) P ist ein Polynom 5. Grades und hat genau 5 Nullstellen in C. Da die komplexen
Nullstellen eines reellen Polynoms in konjugiert-komplexen Paaren auftreten, ist die
Anzahl der reellen Nullstellen ungerade. Daher hat P mindestens eine reelle Nullstelle.
P hat mit ¢ auch —i als doppelte Nullstelle und eine einfache reelle Nullstelle. Damit
gibt es drei verschiedene Nullstellen.

b) Aus a) folgt, dass P(z) = a(x — 1)(z — i)*(z +1)* = a(z — 1)((x — i) (z +1))* =
a(z —1)(z* +1)%, a € R\{0}.
Variante 1: Wire P ungerade, dann miisste P(0) = 0 gelten. Jedoch ist P(0) = —a #
0, also ist P nicht ungerade.
Variante 2: Wire P ungerade, dann miisste P(—1) = —P(1) = 0 gelten. Jedoch ist
P(—1) # 0, also ist P nicht ungerade.
Variante 3: Wére P ungerade, dann miisste P(—x) = —P(z) = 0 fiir alle x € R gelten.
Jedoch ist P(—x) = a(—x — 1)(2? + 1)? # —P(x), also ist P nicht ungerade.

Losung zur Aufgabe 2§ (Oktober SoSe 2008, VT A1) (6 Punkte)

Es gilt p(—(2—1)) = p(2—1) = 0, da p gerade und z; = 2 —i eine Nullstelle ist (1 Punkt).
Also ist auch zo = —2 + ¢ eine Nullstelle von p (1 Punkt). Da p nur reelle Koeffizienten
hat, ist jede komplex konjugierte Nullstelle ebenfalls eine Nullstelle (1 Punkt). Das heifit
z3 = 2+iund z4 = —2 — i sind weitere Nullstellen (1 Punkt). Da p # 0 und p mindestens
vier Nullstellen besitzt, muss p nach dem Fundamentalsatz der Algebra mindestens vierten
Grades sein (2 Punkte).

Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2009/2010, RT A4) (8 Punkte)

unkt), f”( ) = —cos(1—z)—2 (1 Punkt), f”(x) = —sin(1—=z).
) = —3 (1 Punkt)

D+ 4" (1)(x—1)* = =2(z —1) — 3(z — 1)%. (1 Punkt)
)=—2- l —3.(1)? = —~11(1 Punkt) = —1,325.
S

)2(1P
= f(

2 2 27 \2
Ry(z) = fT() r—1)7 = %(m 1)? mit 1 < ¢ <z (1 Punkt)

in(1
= |Re(3)| = M(%)g(l Punkt) <

5 t -t = 1 (1 Punkt)
Losung zur Aufgabe 4 | (April WiSe 2008/2009, RT A5) (9 Punkte)
a) - Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung erfiillt: f'(x) = —ﬁ =— ((11__;));

- Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei erfiillt fiir ein n € N mit n > 1.
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- Induktionsbehauptung: f"+V(z) = — —=

(I—z)n+1*

- Induktionsbeweis:

Fr @) = ()

(n—1)!
(i=r)
—(n = DI(=1)(=n)(1 —2)™""

(n+1)

12

—nl(1—2)”

n!
(1= )t

b) Das Taylorpolynom 3. Grades von f im Entwicklungspunkt xq = 0 hat die Form
1 1
T(x) = f(zo) + f'(z0)(x — w0) + §f”(9€0)($ —x0)” + gfm(%)(ff — 10)°.

Es gilt f(0) = In(1) = 0, und mit a) gilt: f'(0) = —1, f”(0) = —1, f”(0) = —2, und
daher

_ Lo 13
T(x) =—x 5% ~ 3¢
Losung zur Aufgabe 5§ (Juli SoSe 2008, VT A3) (6 Punkte)

Die Funktion f ist ein Polynom sechsten Grades und wird durch eine Taylorentwicklung
zehnten Grades exakt wiedergegeben. Daher gilt fiir das Taylorpolynom 77

Tio(z) = f(z) = (x —1)° +3
Fiir das Restglied gilt daher
Ryo(z) = f(x) — Tip(x) =0, furallex € R
Somit ist die kleinste obere Schranke fiir den Betrag des Restgliedes 0, d.h. es gilt
| Rig()] <0

Losung zur Aufgabe 6 (Februar WiSe 2008/2009, VT A5) (7 Punkte)

Die Funktion f ist ein Polynom 9. Grades und wird durch ihr Taylorpolynom 9. Grades
mit Entwicklungspunkt zq = % exakt wieder gegeben. Aus dieser Taylorentwicklung lesen
wir ab:

3

_ 3y _ _ 1 (5)
)=0, fi(=)=1, = —5d.h.f5(2

) =24 und f”)(g) =0
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Block 4.2 - Polynome, Taylorpolynome

Losung zur Aufgabe 1| (Oktober SoSe 2011, RT A1) (10 Punkte)

(a) (2 Punkte) P(0) = —12, P(1) = 20. Da P(0) < 0 und P(1) > 0 ist und P stetig,
folgt mit dem Zwischenwertsatz dass P eine Nullstelle im Intervall [0, 1] hat.

(b) (2 Punkte) P(2i) = 32 — 40i — 20 + 40i — 12 = 0
(c) (2 Punkte) (22 +52% + 522 4202 — 12) : (22 +4) = 22 + 52 — 3
(d) (4 Punkte) Aus (c) haben wir P(z) = (2% 4+ 4)(22%2 + 52 — 3). Aus (b) folgt z; = 2i

und weil die Koeffizienten reell sind z, = —2i. (Alternativ: 2% + 4 = 0 16sen). Losen
von 22% + 5z — 3 mit pg—Formel oder Summen/Produktregel ergibt z3 = 1/2 und
Z4 = —3.

Losung zur Aufgabe 2§ (Oktober SoSe 2009, VT A2) (5 Punkte)

Da p ein Polynom dritten Grades ist, hat p nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau
drei Nullstellen in €.

Die erste Nullstelle von p ist direkt vorgegeben und lautet £y = 3 — 2¢. Da p nur reelle
Koeffizienten hat, treten alle Nullstellen auch als konjugiert komplexe Zahlen auf und
somit ist x1 = 3+ 27 auch eine Nullstelle von p. Die letzte Nullstelle muss x5 = 0 sein, da

p(z):z'(z2+Az+B>

und damit

p(0) =0 () — 0.
Losung zur Aufgabe 3§ (Juli SoSe 2010, RT A3) (7 Punkte)
Es ist f(z) = 5 In(1 + ), also

Fla) = = fa) =~ f"(z) = —— (2 Punkte)
2(x + 1)’ 2(x +1)%’ (x+1)3
1
Alternativ fiir die erste Ableitung: f'(z) = 2= = ﬁ
Es gilt
f" (o)

Tr(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) + (z —x0)? (1 Punkt)
11,
— §x — Zx (1 Punkt)

2
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" 1 3
6 6(1+¢)3
|23| ist am groBten an den Intervallgrenzen —% und 55 und § — i +§)3 ist monoton

fallend. Wenn z € [—

und Ry(x) = fiir ein £ zwischen « und 0.(1 Punkt)

753 15, so folgt auch £ € [—15; 10] und damit gilt

1oz 11, ,9. ., 1 1 1
R == < (=) (=) (=== =—). (2Punkt
[ Fa()] 6(1+&)P = 510 0) 55 T ) (2 Punkte)
Punktabzug, falls nicht begriindet wird, warum man x = 0,1 bzw. £ = —0, 1 "einsetzt”.
Losung zur Aufgabe 4| (Oktober SoSe 2008, RT A3) (9 Punkte)

a) Induktionsanfang: fiir k = 0 gilt

fO@) =@ +2-0-24+0-(0—1))e" = 22® = f(z)

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein festes, aber beliebiges £ € N:

fP(z) = (2 + 2k + k(k — 1))e”

Induktionsbehauptung: Dann ist zu beweisen:

FED (@) = (@2 + 20k + D + (k4 1)k)e”
Induktionsschritt: Es gilt

@) = (fP@)
= (@ 2k + k(k —1))e”)
2z + 2k)e” + (2 + 2kx + k(k — 1))e”
(2% 4+ 2(k + Da + k(k 4+ 1))e*

b) Nach Aufgabenteil (a) ist

f(’“)(%) = (% F k4 k(k—1))e? = (i + k).

Also ergibt sich das n-te Taylorpolynom von f zum Entwicklungspunkt xy = %

T,(z) = Z (ZJFICL!)‘/E@ _ %)k

k=0
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Losung zur Aufgabe 5§ (April WiSe 2010/2011, VT A2) (8 Punkte)

Es ist Ty(z) = z v20) ok (1 Punkt)
Esisty(O)—lundy()—2 0°—-1+2-0-9(0) = —1. (2 Punkte)

Es ist y"(z) = 2y(x) + 2zy'(z) + 42 und damit y” (O) 2 (2 Punkte)

Esist 4" (x) = 2y () +2y'(z) +22y" (x)+4 und damit ¢y (0) = —2—2+4 = 0. (2 Punkte)
Damit ist 73(z) = 1 — x + 2?. (1 Punkt)

Losung zur Aufgabe 6 | (April WiSe 2008/2009, VT A5) (10 Punkte)

a) Es gilt Rs(z) = f((;:l))(,)x5+1 wobei ¢ eine Zahl zwischen 0 und z ist. Da f®*)(¢) = 0

fir alle k > 5 ist Rs(x) = 0.

b) Nach dem Satz von Taylor gilt: f(z) = T5(x) + Rs(z) und aus a) folgt f(z) = T5(z)
damit ist f ein Polynom.

c) Es ist

" " (4)
£y = 10 + o) + T 02 4 fﬁf) 1 L0

Da f(0) = f"(0) = f*(0) = 0, gilt f(z)

= (0 ) f )43. Daher ist f ein ungerades
Polynom dritten Grades. Wir wahlen: f(z) = 3x 3
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Block 4.3 - Polynome, Taylorpolynome

Losung zur Aufgabe 1| (April WiSe 2007/2008, VT A1) (7 Punkte)

Die Nullstellen von p sind 1,—1,7 und —i, also p(x) = ¢(x — 1)(x + 1)(z — i)(x — i) =
c(z* — 1)(2? + 1), mit ¢ € R(4 Punkte). Wegen p(0) = 1 folgt —c = 1 & ¢ = —1
(2 Punkte), also p(x) = —(2? — 1)(2? 4+ 1)(1 Punkt).

Losung zur Aufgabe 2§ (Juli SoSe 2008, VT A2) (7 Punkte)

Komplexe Polynome dritten Grades haben nach dem Fundamentalsatz der Algebra die
Vielfachheiten eingerechnet genau drei Nullstellen. Da p ein komplexes Polynom mit
reellen Koeffizienten ist, treten die Nullstellen immer in komplex konjugierten Paaren
auf. Neben der angegebenen Nullstelle z; = 7 ist somit auch zy = Z7 = —i eine Nullstelle.
Da genau eine weitere Nullstelle existiert, muss diese reell sein, es existiert also genau
eine reelle Nullstelle.

Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2008/2009, RT A4) (8 Punkte)

a) fist auf [—1, 400 definiert, da 2z+1 > 0 erfiillt sein muss. Damit ist Dy = [—3, +-o0].

b) f ist als Komposition differenzierbarer Funktionen zweimal differenzierbar auf | —

3, +ool. Es gilt f'(z) = \/ﬁ und f"(z) = —m, und somit f(0) =1, f'(0) =1,

f"(0) = —1. Das Taylorpolynom 2. Grades von f im Entwicklungspunkt zo = 0
lautet dann

_ : f"(0) 2 _ 2
Ty (x) —f(0)+f(0)(x—0)+T(x—O) =l4+z—2
¢) Da f sogar dreimal differenzierbar ist auf | — %, +o0[ mit Ableitung & (z) = m,
gilt fiir das Restglied
®3) 1
Ry(z) = / |(§) (x —x0) = —1°,
3 2(26 +1)>
wobei £ zwischen zy = 0 und z liegt.
Losung zur Aufgabe 4 | (Oktober SoSe 2010, RT A2) (7 Punkte)

Das Taylorpolynom dritten Grades ist T3(x) = y(0)+v'(0)z+ @x% Wx?’. (1 Punkt)
Es ist y(0) = 1 nach Voraussetzung.

y'(r) = 222 — 1 + 2zy(z), also y/(0) = —1. (1 Punkt)

y"(z) = 4x + 2y(x) + 22y’ (z) (Produktregel!) (1 Punkt)

Also ist y"(0) =4-0+ 2y(0) +2-0-3'(0) = 2. (1 Punkt)

y"(x) =442y (x) + 2y (x) + 22y" () = 4 + 4y'(x) + 22y"(x) (Produktregel!) (1 Punkt)
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Also ist y"”'(0) = 0.(1 Punkt)
Wir erhalten T3 = 1 — x + 22. (1 Punkt)

Losung zur Aufgabe 5§ (Oktober SoSe 2009, VT A4) (7 Punkte)

a) Da f ungerade ist, gilt fiir alle x € R
flx) = =f(=x).
Das gilt insbesondere fiir x = 0, also
fO)==f(0) <« 2f(0)=0 <« [f(0)=0

b) Es gilt zunéchst nach Rechenregeln fiir das bestimmte Integral:
0
g(0) = 0+/f(t)dt =0.
0

Zudem gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
g'(x) =1+ f(x)

und damit ¢’(0) = 1+ f(0) = 1. Somit lautet das Taylorpolynom ersten Grades mit
Entwicklungspunkt x¢o = 0 zu g

Ti(x)==x
Losung zur Aufgabe 6§ (Juli SoSe 2009, VT A4) (5 Punkte)
o P
Das n-te Taylorpolynom von f in z = 1 ist gegeben durch T,,(x) = X (x —1)".
k=0 ’

2 fk)
a) Ty(z) = Z / k'(l)(x — D=2 -1 =7z-1)+6

b) Die Tangentengleichung durch den Punkt (1, f(1)) ist das Taylorpolynom vom 1. Grad
in g = 1, ndmlich y = =7(x — 1) +6
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Block 5.1 - Partialbruchzerlegung, Integration

Losung zur Aufgabe 1| (Februar WiSe 2007/2008, VT A3)

x A B
= A BeR
2) (x+2)(z—4) x+2+x—4’ P e

Se+1 A B
= A BelR
b e i3t aoa A€

3 —2 A B Cx+ D
= A B DeR
) xt—1 :c—1+:c—|—1+:c2+1’ B,C,D €

(8 Punkte)

Losung zur Aufgabe 2| (Oktober SoSe 2008, RT A4)

a) Wir machen zunichst eine Partialbruchzerlegung

6 6 A B
fry :_+

22—-2x xz(r—2) x -2

(9 Punkte)

Mit der Zuhaltemethode (alle Nullstellen treten einfach auf) erhalten wir A = —3 und

B =3.
Also

6
dx —
/x2—2x x

b) Mit partieller Integration (v =Inz, v' = m%) erhélt man

/ln—xdx———lnx

¢) Mit der Substitution ¢ = sin x, dt = cos x dx erhélt man

2
/\/smxcosxdx—/\/_dt—g %

0

1 1
—2 :———E
1

x=—-3In|z|+3In|z —2|+¢ ceR
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Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2010/2011, RT A2) (13 Punkte)

a) Partielle Integration mit «/(z) = z* und v(z) = In(z). (1 Punkt)

(1 P;nkt) [ 2

Dann ist ffz 23 - In(z)dx it In(z } fl zt- 3 ) % — 1 [ixﬂg =
e

< ldes Ly =T¢ 1 L (1 Punkt)fiir das richtige Ergebnis.

2~ 4\1 4
b) floo w(m 5y ———ydr: Wir machen zunéchst eine Partialbruchzerlegung, welche ergibt — +1) =
Hier liegt ein uneigentliches Integral vor, also rechnen wir:
0o 1 Punk . a 1 Punk
fl m(xlﬂ)dx (1 Funkt) limg oo [, %—m—}rldx ( ) lma_m Inz—In(z + 1)]] = lim,_.(Ina—

In(a +1) +1n2) (1 Pankt) llma_>C>O In(;45) +In2=

lim,_ oo ( —In(1+ E) +1n 2) = In 2, da In eine stetige Funktion ist und lim,_. % =0.
(1 Punkt)

¢) Mit Substitution ¢t = 22 gilt 2 = v/ (man beachte, dass in den Integrationsgrenzen
x nicht negativ ist) und dx = 5 \/ dt. Die neuen Integrationsgrenzen sind 02 = 0 und
22 = 4. (1 Punkt)Es gilt also

2 4 4
x (1 Punkt) \/1_5 1 1/ 1 (1 Punkt)l 4
/0 1121 o L+ 2y 1422 5 larctant],

un 1 1
(1 Fankt) —(arctan4 — arctan0) = 3 arctan4.

Losung zur Aufgabe 4| (Oktober SoSe 2009, RT A5) (12 Punkte)

a) Es gilt mit der Substitution # = ¢* — 1 und damit dt = 5 dx:

1 0
/tcos(t2 1)dt /tcos(:c) ! d [1 s'n(m)]o 1s'n( 1)
— = —dx = |=si = ——sin(—
2t 2 ~1 2
0

-1

b) Es gilt mit partieller Integration:
1 1 1 1
/:Eer dx = §:E62x — / 5629” dx = 51’62:0 — Zezx +c, ceR
c) Es gilt mit der Substitution ¢ = cos(z?) und damit dt = —3z%sin(z?3) dx:

1 1 1
/x2(cos(:c3))2 sin(z%) dx = /—§t2 dt = —§t3 +c= ~3 cos’(z®) +¢, ce R



Early-Bird-Fahrt Losungen zum Block 5.1 Seite 40

d) Es gilt mit der Substitution ¢t = y/z und damit dx = 2y/x dt = 2t dt:

dx 2t dt 2
= = [ —dt=2Inl|t+1 =21 1 R
(/x+%5 e P njt+1|+c nlve+1/+e ce
Losung zur Aufgabe 5 (Juli SoSe 2011, RT A3) (10 Punkte)

(a) (3 Punkte) Wir fiihren erst eine Partialbruchzerlegung des Nenners durch. Nenner-
polynom faktorisieren ergibt 22 — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3), also Ansatz:
1 A B

= 1 Punkt).
2 —5Hx+6 :)3—2+x—3 (1 Punkt)

Koeffizientenvergleich oder Einsetzen oder Zuhaltemethode ergibt A = —1,B =1 (1
Punkt).

Somit erhalten wir fiir die Stammfunktionen

S 23|
/$2—5$+6d$:_1n|$—2|+1n|$_3|+c:ln|33_2|+C’ ceR.

(1 Punkt fiirs Ergebnis, Integrationskonstante und Betrige miissen dastehen. Beide
Schreibweisen sind ok (Summe der Logarithmen oder Logarithmus des Quotienten).

(b) (4 Punkte) Wir machen die Substitution v = 1 + z, also du = dz (1 Punkt). Dann
erhélt man

0o u(a) 1
/0 m dr = algglo o R du (1 Punkt fiir uneigentliches Integral)
a+1 1
= lim du

a—oo [y u2—|—1

a+1
= lim arctan(u)‘ ( 1 Punkt fur Stammfunktion)
1

a—00

= lim arctan(a + 1) — arctan(1)
T T 7 . .
=5~ 1=1 (1 Punkt fiir Einsetzen (Limes!) und Endresultat).

Alternativer Losungsweg:
Substitution u = 1+, also du = dx (1 Punkt). Wir berechnen erst das unbestimmte
Integral (Stammfunktion).

1 1
/—(1+x)2—|—1dx:/u2+1du

=arctan(u) + ¢ (1 Punkt fir Stammfunktion)
(14+2)+ec

= arctan

Einsetzen der Grenzen ergibt also
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o 1
/0 ATl dx :algglo arctan(a + 1) —arctan(l) (1 Punkt fiir uneigentliches Integral)

:g — % = % (1 Punkt fiir Einsetzen (Limes!) und Endresultat).
Korrekturhinweis: Die Integrationsgrenzen kénnen auf unterschiedliche Weise behan-
delt werden. Wichtig ist, dass der Grenziibergang bei der Behandlung des uneigent-
lichen Integrals deutlich gemacht wird, und auch am Schluss richtig eingesetzt und
Grenzwert gebildet wird.

(c) (3 Punkte) Partielle Integration mit u'(t) = e~ v(t) = sin(6t),u(t) = —e ", v'(t) =
6 cos(6t) fiihrt auf

s /6
/ e 'sin(6t)dt = —e " sin(6t)

m/6 /6
— / (—e )6 cos(6t)dt = 6/ e~ cos(6t)dt.
0 0 0

(1 Punkt). Zweite partielle Integration mit u'(t) = e * v(t) = cos(6t),u(t) =
—e b v/ (t) = —6sin(6t):

0

w/6

/6 /6
6/ e " cos(6t)dt = — 6e " cos(6t)] — 6/ 6(—e ") (—sin(6t))dt
0 0

s

=6(e”™/5 + 1) — 36/6 e~ sin(6t)dt.
0

0

(1 Punkt). Auflésen nach dem Integral:

5 —7/6 1
/6 e ' sin(6t)dt = w (1 Punkt).
0

Alternativer Losungsweg: Partielle Integration in die andere Richtung, u'(t) = sin(6t), u(t) =

—Lcos(6t),v(t) = e7",v/(t) = —e~". Dann

/6 /6
/ —/0 (—e_t)(F)cos(&f)dt

0

1 —7/6 1 /o —t
:6(1 +e ) — 5 e " cos(6t)dt.
0

/E e~ ' sin(6t)dt :e_t(%l) cos(6t)

0

(1 Punkt) und 2. PI «/(t) = cos(6t), u(t) = Lsin(6t),v(t) = e7*,v'(t) = —e~t. Dann

6
©/6 1 [7/6
— —/ e~ sin(6t)dt
0 36 0

1 [/ 1
5 /0 e " cos(6t)dt = — %e_t sin(?)

1 /6
=— — e~ sin(6t)dt.
36 J,

(1 Punkt). Auflésen nach dem Integral fiihrt wieder auf

% —7/6 1
/6 e "sin(6t)dt = % (1 Punkt).
0
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Losung zur Aufgabe 6 (Februar WiSe 2009/2010, VT A3) (8 Punkte)

a) Die Substitution ¢ = f(z), dt = f'(z) dz (1 Punkt)ergibt
[ f(x)-/f(x)de = [ VEdt(1 Punkt) = [t> dt = 25 + ¢ (1 Punkt)
- %ﬂg +c= %mg + ¢ (1 Punkt)

b) Partielle Integration mit v’ = f”, u = f’, (1 Punkt)v = x, v' = 1 (1 Punkt)ergibt
[z f"(x)de =z f'(z) — [ f'(z) dz(1 Punkt) = z f'(z) — f(x) + ¢(1 Punkt)
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Block 5.2 - Partialbruchzerlegung, Integration

Losung zur Aufgabe 1| (Februar WiSe 2009/2010, RT A3) (8 Punkte)

Nullstelle des Nenners z; = 1 erraten (1 Punkt)

Polynomdivision: 2% + 2? + 3z — 5 = (x — 1) - (2® + 22 + 5) (1 Punkt)

weitere Nullstellen x93 = —1 £ /1 —5 = —1 £ 2i (1 Punkt)

Ansatz zur reellen PBZ: m = -A-(1 Punkt) + szf;i5(1 Punkt)
Koeffizientenvergleich: 8 = A(z? + 2x +5) + (Bx + C)(xz — 1)
&8=(A+B)*+(2A—B+C)z+(bA—C)= A+B=0,2A—-—B+C =0, 54—-C =
8(1 Punkt)

Berechnung der Koeffizienten: A =1, B = —1, C'= —3 (1 Punkt)

fae 8 _ 1 —z—3
Ergebms. 34224825 — -1 + m(l Punkt)

Losung zur Aufgabe 2§ (Juli SoSe 2010, RT A2) (11 Punkte)

a) (4 Punkte)
Fiihre Partialbruchzerlegung durch: m = A+ £ (1 Punkt)mit A = —2
und B = 2. (1 Punkt)(mit Rechnung: Zuhaltemethode, oder ausmultiplizieren und
Koeffizientenvergleich) Punktabzug, falls keine Rechnung.
Damit folgt

2 2 2
r—Nr—1"T | 9 =2In|r -2/ -2Injz -1 (2 Punk
/f—Q)(x—l)dx /93—2 1% =2z —2[-2In|z — 1+ C.(2 Punkte)

Punktabzug, falls Betrige im In vergessen werden. Punktabzug, falls Integrations-
konstante weggelassen wird.

b) (3 Punkte)
Mit partieller Integration folgt

s

2 5 2
/ sintcos(2t)dt = —costcos(2t)|” — / — cost(—2sin(2t))dt
0 0 0

i

- 1- 2/2 costsin(2t)dt (1 Punkt)
0

= 1—2(sintsin(2t) = /2 2sint cos(2t)dt)
0 0

jus

=1 —|—4/2 sint cos(2t)dt. (1 Punkt)
0

Also folgt

s

_3/2
0

s

1
sintcos(2t)dt =1, also /2 sin ¢ cos(2t)dt = -3 (1 Punkt)
0
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¢) (4 Punkte) Es gilt

T2 . T2 .
SV im0 (1 Punkt)
0 \/5 Y a \/5

mit der Substitution ¢ = /z,z = t*, % = 2t (geht auch mit % = ﬁ ) folgt

2
T : ™ int 4 T
/ sin \/Edzz _ / oS0t 2/ sintdt — —2 COSt‘\/a = 242 cos v/a(1 Punkt)
a \/E (1 Punkt) Jva t va
und damit

71"2 :
i Slr\l/_fdx = Ll}{r(lj 2(1 + cosv/a) = 4.(1 Punkt)
Alternativ kann auch erst Stammfunktion berechnet werden und dann die Grenzen
eingesetzt werden.

Punktabzug, falls nicht klar wird, dass Substitutionsregel angewendet wird, oder wie
substituiert wird. Die schlampigen Bezeichnungen "dx = 2tdt” oder dhnlich lassen wir
durchgehen.

Losung zur Aufgabe 3| (Juli SoSe 2009, RT A5) (10 Punkte)

2) /x24—9d93:/(x;4—3+x?3) dx:/<;i/2+x2£33) da

=—2Inlz+3[+ 2|z —3|+C

1
2

b) Partielle Integration mit v = z, v’ = (x 4 3)2 anwenden:

2 2 5
/a;\/x+3 dr=2a(a+3)} - g/(gc+3)%azgc —2u( 1 3)} — A4 3)E 1 C
c¢) Substitution mit v = cos(z?), du = —2x sin(z?)dz anwenden:

\/§ 3 7 1
/0 Trsin(2?)e @) dr = / 56“ du = Fe"|§ = 3 (e% — 1)

0

d) Substitution mit u = ¥z (= v* = r = 3u’du = dx)

*da 2 3u? 2 3u 3 3
- = = “Inju® + 1|2 = = (In(5) — In(2
/1 r+ T ) B a /1 @1t = gl =5 () —In(2))
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Losung zur Aufgabe 4| (Juli SoSe 2008, RT A3) (11 Punkte)

a)

™ w=t2 s
/ sin v/z dx da2tdt / 2tsint dt
0

0

u=2t

visint —2tcost—|—/ 2costdt
0

= —225C087H—28int7r
0
= 2m
b)
0 0 0
/ e* dr = lim e* dr = lim 162:0 = E
o a——oo [, a——00 2 a 2
c) 1. Weg:
e “,:_l“§ t4 e e 13 t4 e t4 e 1
Bntdt "= —Int| — | —dt=—Int| ——| =-—(3"+1
[ " 7kl PR A i i B T
2. Weg:
¢ f;gtm 1 U/u::exz ]. 1 ]_ 1 ]_
/1 Blntdt =7 /0 e er“ . Z/o e dr = 1_6(364 +1)
Losung zur Aufgabe 5| (April WiSe 2008,/2009, RT A2) (10 Punkte)
242 1 2 241y
a), (i) Variante 1: /%dxz/(ljtﬂj_l) dx:x%—/%dx:

z+In(2*+1) +ec

242 1 2 z=z 1

Variante 2: /wdx:/ 1+ —— dz :2+1x+/—dz:x+ln(a:2+
r? +1 2 +1 z

1)+c¢

a), (ii) Variante 1: [2In(z)dz = [(Inz)'Inzdr = 1ln’*z
1

= 1(In*(e) — In*(1)) =

e e e
1
5

1

[y

¢ - 1
Variante 2: ‘[%m@) dy “ 2 [zdz= lz2’ =1(1-0)=3.
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e

Variante 3: partielle Integration: [ 1In(z)dz =In*z

1

= [ 21n(x) d:v%ln%:}j = 1(In*(e) — In*(1)) =

1

1 a

a) f#dx:limfﬁdx:lim—
0 a—>10

(1—x)2 a—1 17|
nicht.
Losung zur Aufgabe 6 (Februar WiSe 2007/2008, VT A4) (6 Punkte)

Erste Variante:

f@ﬁwa._#/@+ﬁ®w

1
dxziln\2+f2(:t:)|+c, ceR

24 @) 2) 2 )

Zweite Variante: Mit Hilfe der Substitution ¢ = f?(z) = dt = 2f'(z)f(x) dx:
f(z)f(x) 1 / 1 1 1 5
—Ldx=—- [ ——dt=-In|2+¢ =—In|2 R
2+ () x=5 | 577 211\ +t+c 211\ + fA(z)|+¢ ce

Dritte Variante: Mit Hilfe der Substitution ¢t = 2+ f2(z) = dt = 2f'(z)f(x) dx:

ffla)fe) 1.1 1
de—Q/;dt—21n|t|+c—21n|2+f2(x)|+c,ce]R,
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Losung zur Aufgabe 1| (Juli SoSe 2008, RT Al) (6 Punkte)
Wir machen den Ansatz ﬁfﬁl) = m_—i-l +54+ &

Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner erhalten wir

Az? + Br(x+1)+C(z+1) = z+3
& (A+B)a?*+(B+C)x+C = z+3

Koeffizientenvergleich liefert A= —B, B=1—-C, C' =3 und damit B = —2 und A = 2.

Losung zur Aufgabe 2§ (Februar WiSe 2008/2009, RT A2) (10 Punkte)

hor —1 5r —1
2) /(x+1)(x2-1) dx:/(x+1)2(x—1) dx.

Wir machen den Ansatz:

Sr —1 A n B n C
(z+1)(22—1) x+1 (z+1)2 z-1

wobei A, B,C € R zu bestimmen sind. Multiplikation mit (z + 1)?(z — 1) und Koeffi-
zientenvergleich /Zuhaltemethode ergibt A = —1, B = 3, C' = 1. Die Partialbruchzer-

legung ist also
or — 1 1 3 1

G 1) a4l @t -1

SchlieBllich erhalten wir

/ br — 1 dx—/—l—l— ’ —I—ldx
(x4 1)(22—-1) B r+1 (r+1)? =x-1

3
= —ln|x+1|—x—+1+ln|m—1|+c

I |® —1 3 L
= In c
r+1 r+1
7 [1 1
Z:$2 ™
b) Variante 1: /xsin(:vQ) dx "= /5 sinzdz=—=cosz| = <cos(7r) —COS(O)) =1
0 0
N
. 1 , ) N
Variante 2 xsin(z = 5(003(:6 ) de = —=cos(z®)| = (cos( ) —
0
0 0

cos(O)) =1
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1 1 1 1 1 1 -
c)/sdleim sdr = lim ————| = lim(5 —1): g =
T2 a—00 T2 a—oo | — 5 1'5_1 1 1 — 5 a0 a§—1 1 — 5
1 1
2
3
Losung zur Aufgabe 3| (Februar WiSe 2009/2010, RT A5) (10 Punkte)

a) Substitution t = 2 4 16,(1 Punkt)dt = 2z dz = x dz = 1 dt (1 Punkt)ergibt

25
[P 2 _dr = [ _L di(1 Punkt) = \/E‘16(1 Punkt) = v25 — V16 = 5 —4 = 1

0 Va2+2 16 2v/%
(1 Punkt)
b) partielle Integration mit v’ = e™*, u = —e™*, v = x, v/ = 1 ergibt

b
— [ —e~* dx(1 Punkt)

[ xe®dr = lim fob re ®dr(1 Punkt) = lim —ze™®
0

0 b—oo b—oo

b b
= blim —zre "t —e" = blim —(x 4+ 1)e | (1 Punkt) = blim —(b+1)e+1
— 00 0 — 00 0 — 00
=1- lim b41(1 Punkt) = 1 — bhl?oei" — 1(1 Punkt)
Losung zur Aufgabe 4 | (Februar WiSe 2007/2008, RT A5) (10 Punkte)

a) Mit Hilfe der Substitution ¢t = y/z = dt = ﬁ dx erhalten wir

/Sin(\/}\)/?S(\/i) dx — /QSintcostdt-

Erste Variante:

1 1
/QSintcostdt = /sin(Qt) dt = ) cos(2t) + ¢ = —3 cos(vz) +¢, ceR

Zweite Variante:

/QSintcostdt:Q/Sint-sin/tdt:sin2t+c:sin2(\/5)+c, ceR

Dritte Variante:

/QSintcostdt:2sin2t—/28intcoszdt

= /QSintcostdt:sin2t+c:sin2(\/f)+c, ceR
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b) i) Mittels

1
/:)3269” dx = 2%
0

0

1
1
— [ 2z dx = e — 2z€”
0
0

1
1
/exdx:—e+2(e—1) =e—2.
0

ii) Es gilt:

[1 1 e 1

—d'x— lim —3dx— lim ——z 2‘ = _.

a—00 €T a—00 1 2
Losung zur Aufgabe 5| (April WiSe 2007/2008, RT A4) (10 Punkte)

- x A(x? x x A 224+Cx+A
) sty = 2+ 21 Punky) = TGO - BEREHS o A= 1, B =
2, C'=0.(2 Punkte)

= [} g de = [ -1+ Fde = —In(2) + In(2? + 1)[3(2 Punkte) = —1n(2) +

In(5) — In(2) = In(2).(1 Punkt)

16 @dx = In®*(z)[$ — fle @dm@ Punkte) =

(1 Punkt).

0 gy = Lin®(2)|5(1 Punkt) =

Losung zur Aufgabe 6§ (Juli SoSe 2008, VT A4) (8 Punkte)

(a) Da f nach Voraussetzung stetig ist, hat f eine Stammfunktion.

(b) Sei x € R beliebig. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt
fiir jede Stammfunktion F von f

Fz) — F(—1) = / "ty di =

nach Voraussetzung. Umgestellt ergibt dies

F(z) = F(—x)

und damit die Behauptung.

(¢) Nach Definition des uneigentlichen Integrals gilt

[e9) b
/ f(x)dr = lim ’ f(x)dx + lim f(z)dx

i
a > [, b—o00 0

und beide Grenzwerte miissen existieren, damit das uneigentliche Integral existiert.
Das ist zum Beispiel fiir die stetige Funktion

fR=R, x—=x
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nicht erfiillt: Es gilt fiir beliebige R > 0

s fe] -

somit erfiillt f alle Voraussetzungen. Fiir das uneigentliche Integral erhalten wir aber

00 0 b
/ f(z)dx = lim rdr + blim xdx
—50 a——0oQ a — 00 0
1 1
- aEr—noo (—5&2) + blirgo §b2

Die beiden Grenzwerte lim (—%CL2) und lim %bQ existieren offensichtlich nicht. Da-

a——00 b—oo

her existiert auch das uneigentliche Integral nicht.
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Block 6 - Wahr oder Falsch?

Losung zur Aufgabe 1| (April WiSe 2007/2008, VT A2) (9 Punkte)

a) Falsch: Gegenbeispiel: f(z) = 23,29 = 0 (2 Punkte). Es gilt f/(0) = f”(0) = 0, aber
f"(0) # 0, also ist xy kein Extremum (Satz tiber lokale Extremwerte)(1 Punkt).

b) Falsch: Gegenbeispiel: f(z) = —x? (2 Punkte). f’(0) = 0 und f”(0) < 0, also ist
xo = 0 ein Maximum von f auf | — 1, 1] (Satz iiber lokale Extremwerte)(1 Punkt).

c) Falsch: Gegenbeispiel: a,, = (—1)" (2 Punkte). (a,)nen ist (unbestimmt) divergent
und beschrinkt, da |a,| < 1, fiir alle n € N(1 Punkt).

Losung zur Aufgabe 2§ (Juli SoSe 2008, VT Al) (6 Punkte)

b), ¢) und f) sind wahr,
a), d) und e) sind falsch.

Losung zur Aufgabe 3§ (Oktober SoSe 2008, VT A6) (4 Punkte)

a) falsch

)
b) richtig
c) richtig
d) richtig

Nicht notwendige Begriindungen (zum Lernen):
a) Beispiel: a,, = %, b, = n.

b) Begriindung: Aus der Unbeschrianktheit einer Folge folgt sofort die Nichtkonvergenz.
Aus der Kontraposition folgt die Behauptung.

¢) Begriindung: Die Gleichheit von Grenzwert und Funktionswert ist die Stetigkeitsei-
genschaft an der Stelle z5. Da eine in z( differenzierbare Funktion an dieser Stelle
auch stetig ist, muss die Aussage wahr sein.

d) Begriindung: Diese Eigenschaft ist die "Monotonieeigenschaft” des bestimmten Inte-
grals, die in der VL bewiesen wurde.
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Losung zur Aufgabe 4 | (Dezember WiSe 2008,/2009 (Probeklausur), VT A4) (4 Punkte)

a) ist falsch: Ein Gegenbeispiel ist f : x +— e™*.

b) ist wahr: fist gerade = f(—z) = f(z) = —f'(—z) = f'(x) = f’ ist ungerade.
c) ist falsch: Ein Gegenbeispiel ist (a,,) = (n) und (b,) = (—n).
)

d) ist wahr (Beweis im Skript).

Losung zur Aufgabe 5 (Februar WiSe 2008/2009, VT A4) (8 Punkte)

a) Falsch: Gegenbeispiel: f : x +— sinz.

b) Falsch: Gegenbeispiel: (a,) = (2n) und (b,) = (—n). Es gilt lim a, = +oo und
lim b, = —oo aber lim (a, + b,) = +00.

n—~o0 n—oo

¢) Wahr: Die Funktion f : 2 +— cosz — x ist auf [0, §] stetig und es gilt:

f(()):1>0undf(g):1—7r<0

2

Nach dem Zwischenwertsatz existiert £ €]0, 7[ so dass f(£) =0, d.h. cos{ = ¢&.

Losung zur Aufgabe 6 | (April WiSe 2008/2009, VT A3) (9 Punkte)

a) Wahr: f ist eine stetige Funktion definiert auf einem kompakten Intervall [—1, 3] und
besitzt daher ein globales Maximum.

b) Falsch: Die Funktion f ist ein m-periodisches trigonometrisches Polynom und wird
durch ihre trigonometrische Reihe exakt wiedergegeben. Aus dieser Darstellung lesen
wir ab

/07r f(x) cos(2x) dx = % #0

c¢) Wahr: Ein Beispiel ist die ungerade Funktion f : x — z, fiir die gilt

a 0

1 1
lim xdr= lim =a®> = +oo und lim /xdx = lim (——bz) = —0
a—-+00 a—+o0 2 b——o0 b——o0 2

0 b

o0
daher existiert [ 2 dz nicht.

—0o0
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Losung zur Aufgabe 7§ (Juli SoSe 2009, VT A5) (16 Punkte)

a) Wahr. h/(x) > 0 auf [a,b] = h streng monton wachsend also injektiv auf Ja, b| .

b) Falsch. Gegenbeispiel: f(z) = |z —1| ist nicht in « — 1 differenzierbar, hat dort jedoch
ein globales Minimum.

c) Falsch. Fir G(z) = F(z) + C mit C' # 0 ist G'(x) = (F(z) + C) = F'(x) aber

d) Wahr. Riemannsche Summe der Funktion sin(z) auf dem Intervall [0, 1]

a LE‘2
e) Falsch. / xdr = 5

—a —a —00

a 0o 0 c
= 0. / rdr = lim rdr + lim xdz, falls diese

b——o0 b c—oo Jq

x c
existieren. Das ist ja aber nicht der Fall: lim —|0 = lim — -0 — oo.

cC—00 C— 00

f) Falsch. Das Integral einer positiven Funktion muss positiv sein. (Alternativ: Wegen
2 b 2

1 1 1
der Polstelle ist das Integral uneigentlich: —dr = lim —2dZL’ + lim —duz,
a2 b0 N0 S, a2
falls diese Integrale existieren. Das ist nicht der Fall.

o

) Falsch. Z — cos(km)) = 0 = 0 konvergiert gegen Null.
k=0
h) Wabhr. 311“0;%2 divergiert gegen —oo; d.h. (31'“0;?72 ) ist keine Nullfolge.
Losung zur Aufgabe 8§ (Oktober SoSe 2009, VT Ab5) (10 Punkte)

a) Falsch. Es gilt fiir f: R — R, 2 — 22 zu jedem z ein y € R mit f(x) = y. Aber da
bspw. fiir y = —1 kein z € R mit f(x) = —1 existiert, ist f nicht surjektiv.

b) Richtig. Es gilt /
(sin(F(:c))) — F'(z) - cos(F(z))

und somit

/F'(x) cos(F(z)) dx = sin(F(z)) + c.
c) Richtig. H mit H(x) = 1—|—+2(:v) ist ein Quotient aus stetigen Funktionen und der

Nenner ist immer ungleich Null. Somit ist H fiir alle z € R stetig.

d) Falsch. Betrachte bspw.

G R R, _— 1 fiir x >0
-1 firz <0
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, SO ist wegen

lim G(2) = 1 # 1= G(0)

G an der Stelle z = 0 nicht stetig. Aber |G(z)| = 1 und als konstante Funktion tiberall

stetig.
e) Falsch. Betrachte bspw. g :] —1,1[— R mit z — =.

Losung zur Aufgabe 9| (Oktober SoSe 2010, VT A2)

a) (1 Punkt)
Richtig.

b) (2 Punkte)
Falsch. Beispiel a,, =

("

¢) (2 Punkte)

Falsch. Beispiel a,, = 1 und b, = n?.
d) (2 Punkte)

Falsch. Beispiel a,, = (—1)".
e) (1 Punkt)

Richtig.

f) (2 Punkte)
Falsch. a, = (—1)" und b, = (—1)".

(10 Punkte)

Losung zur Aufgabe 10 (Februar WiSe 2010/2011, VT A3)

a) richtig (1 Punkt)
b) falsch (1 Punkt)

—1 fallsz <0

(1 Punkt)
1 falls x > 0

Beispiel: f(z) = 2%, g(z) = {

c) falsch (1 Punkt)
Beispiel: f(z) = z* an der Stelle zp = 0. (1 Punkt)

d) falsch (1 Punkt)
Beispiel: a,, = n? b, =n. (1 Punkt)

e) richtig (1 Punkt)

(10 Punkte)
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f) falsch (1 Punkt)
Beispiel: a, = & (1 Punkt)

n .

Losung zur Aufgabe 11| (April WiSe 2010/2011, VT A3)

1, x>0

a) 1) falsch. f(x) = {_1 ;O (2 Punkte)

ii) richtig (1 Punkt)
iii) falsch. f(z) = |z| (2 Punkte)
iv) richtig (1 Punkt)
v) richtig (1 Punkt)

(13 Punkte)

b) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom 7. Grades iiber C genau
7 komplexe Nullstellen (1 Punkt). Komplexe Nullstellen eines Polynoms mit reellen
Koeffizienten treten aber immer in komplex konjugierten Paaren auf (1 Punkt)und
somit ist die Anzahl der echt komplexen Nullstellen eines Polynoms 7. Grades gerade
(1 Punkt). Somit muss mindestens eine der Nullstellen reell sein.(1 Punkt)

Andere Moglichkeit: Man kann sich {iberlegen, dass, falls p ein Polynom 7. Grades
ist, gilt: lim p(z) = co und lim p(x) = —oo (1 Punkt). Also existiert a < 0 mit

p(a) < 0 und b > 0 mit p(b) > 0 (1 Punkt). Da p stetig ist (1 Punkt)kann man nun
den Zwischenwertsatz anwenden, so dass die Existenz eines £ € [a,b] mit p(§) = 0

folgt. (1 Punkt)
c) p(z) = (x — )" (2 Punkte)



