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1. Aufgabe (8 Punkte)
Wir erhalten

f'(z,y) = (4o + 2y — 6,22 + 6y — 8)

(1 Punkt).
Als einzige Losung zu f'(z,y) = 0, d.h. als einzigen kritischen Punkt erhalten wir (1,1) (2 Punkte).
Die zugehorige Hessematrix ist durch

1 (4 2

(1 Punkt)

fiir alle (z,y) € R? gegeben.

Wegen 4 > 0 und det f”(1,1) > 01ist f”(1,1) positiv definit (1 Punkt) und in (1, 1) hat f ein zumindest
lokales

Minimum (1 Punkt).

Um zu untersuchen, ob es sich hierbei sogar um ein globales Minimum handelt, erinnern wir an die
Taylorformel,

welche

fA4+z,14y) = f(1,1)+ %(x,y)f”(l + to, 1+ ty) (z,y)T

fiir alle (z,y) € R? und geeignetes ¢ € [0, 1] liefert. Da, wie oben festgestellt,

f"(x,y) nicht von (z,y) abhingt, folgt somit, dass (1,1) sogar ein striktes (1 Punkt) globales (1
Punkt)

Minimum ist.

2. Aufgabe (5 Punkte)
Die Richtung des stirksten Anstiegs ist durch den Gradienten gegeben (1 Punkt), welcher sich zu

grad f(z,y) = (v*,2(z — )y)"

berechnet (1 Punkt) und an der Stelle (1,1) ausgewertet den Vektor (1,0)7 liefert (1 Punkt). Somit
ist die Grofle des Anstiegs entlang des gegebenen Vektors durch g—i(l, 1) =1 (2 Punkte) gegeben.

3. Aufgabe (8 Punkte)
Skizze: (2 Punkte).
Wir kénnen B darstellen als

B={(z,y):1<y<2;1/y<z <y}

(2 Punkte) (andernfalls fiir richtige Integrationsgrenzen).
Somit erhalten wir

2, vy 2 2
V:/ / = dz dy:/—nyy_ dy:/ —y+y)dy =9/4
V() dn)dy= [ vl de= )dy =9/

(4 Punkte).

4. Aufgabe (10 Punkte)
7 ist ein Weg von (0,0,0)7 nach (1,2,3)”. (2 Punkte) R? ist eine konvexe Menge (1 Punkt) und
¥ ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rot ¥ = 0 (2 Punkte), also besitzt ¢ ein Potential (1



Punkt) . Demnach ist das Kurvenintegral von ¥ wegunabhingig. Wir bestimmen ein Potential u von
¥, das gegeben ist durch u(z,y,2) = —3/22% + x — 3/2y? + 2y — 3/222 + z (1 Punkt) Es ist dann

/17- ds =u(0,0,0) —u(1,2,3) (2Punkte)
:Y‘

=0 —(-13) =13 (1 Punkt)

5. Aufgabe (9 Punkte)

Eine Parametrisierung der Mantelfléiche ist durch @(x,y) = (z,y,1 — /22 + y?), (z,y) € {(z,y) € R?:
22 +y? < 1} =: D gegeben (2 Punkte). Wir erhalten

ou —

%(ﬂf,y) = (1,0, —Z‘/ x2+y2)T
(1 Punkt) und

ou

%(xay) = (07 ]-7 _y/ \% 2 + y2)T

(1 Punkt); weiterhin ergibt sich

oit oii v/Va? +y?
%($79)X@($7y)= y/\/x? + y?
1

(1 Punkt). Folglich berechnen wir fiir die Mantelfliche des Kegels

//D‘ 5?% ‘cl:zcdy://D\@d%dy:\/§7r

(3 Punkte) da die Grundfliche des Kegels einen Flicheninhalt von 7 hat, ist der gesuchte Flacheninhalt
durch (v2 + 1)7 gegeben (1 Punkt).
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1. Aufgabe (5 Punkte)

Das folgende sind einfache Beispiele, es gibt natiirlich noch viele andere.
a) B={(z,y,2)" €R® |z >0}

1, 22+y2°<1

0, sonst

b) f:R? =R, f(l“,y)={

c) Eine differenzierbares Vektorfeld 7 : R® — R3 mit rot 7 # 0 besitzt kein Potential. Es ist

0 0 0
rot || =[0] # 0, also besitzt ¥ mit U(x,y,2) = | « | kein Potential.
0 1 0
d) g(z.y) = L.

e) Der volle Einheitskreis K = {(z,y)T € R? | 22 + y? < 1} ist konvex.

Jede Teilaufgabe einen Punkt.

2. Aufgabe (8 Punkte)

Jede Teilaufgabe einen Punkt.

3. Aufgabe (11 Punkte)
x

a) Die Abstandsfunktion f(z,y,2) = ||y || = V22 + y? + 22 ist stetig. (1 Punkt) E ist kompakt
z

(1 Punkt) , also besitzt f : E — R sowohl ein Maximum als auch ein Minimum (2 Punkte) .

b) Aufgrund der Monotonie der Wurzelfunktion nimmt f genau dann ein Extremum in (x,y,2)7

an, wenn f = f2 ein Extremum in (2,9,2)"7 annimmt. (1 Punkt) Betrachten wir die Funktion
g: R = R g(n,yz) = 2%+ 94—2 + % — 1, so muss f maximiert/minimiert werden unter der
Nebenbedingung g = 0. (2 Punkte) f und ¢ sind differenzierbar, so dass die Lagrangesche
Multiplikatorenregel anwendbar ist. Es miissen also folgende Gleichungen erfiillt sein:

gradf =\ gradg, flirein AeR
9 =0



oder

grad g =0
9 =0

(Je (1 Punkt) fiir jede Gleichung). Damit ergeben sich die Gleichungen

2 =2\
A

2y =2
y=3Y

2
2z ==z
9

2

2
x2+yz SR (1 Punkt)

9
oder

2x =0

(1 Punkt) .

4. Aufgabe (8 Punkte)
Offensichtlich ist f als Komposition stetiger Funktion auf R? \ {(0,y) | vy € R} stetig. (2 Punkte)
Weiterhin erhalten wir fiir y # 0 und = > 0, dass f(x,y) = y ein anderes Vorzeichen hat als f(—z,y) =
—y. Da in diesem Fall f(0,y) # 0 gilt, kann in diesen Punkten keine Stetigkeit vorliegen (3 Punkte).
Im Ursprung erhalten wir mit |f(z,y)| = |zy|/|z| = |y| — 0, falls (z,y) — (0,0) (2 Punkte) Somit ist
die Menge aller Punkte, in welchen f stetig ist durch

RM\{(0,y) : y € R,y # 0}

gegeben (1 Punkt) .

5. Aufgabe (8 Punkte)
U ist stetig differenzierbar (1 Punkt) und H kompakt (1 Punkt) , also gilt nach dem Satz von Gauss

//ﬁ.db:/// div#dzdydz (1 Punkt)
S H
:/// 2dzdydz (1 Punkt)
H

=2 vol(H) (1 Punkt)

H ist eine Halbkugel mit Radius 7 = § (1 Punkt) , also vol(H) = 2773 = . Also folgt

7-dO =
[f7-a0=5

™

(2 Punkte)



