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Musterlösung

Rechenteil

1. Aufgabe 9 Punkte

In Kugelkoordinaten ist f(x, y.z) = r4 cos4 θ (2 Punkte), das Volumenelement ist r2 sin(θ)dr dφ dθ
(1 Punkt), somit∫∫
B

f(x, y, z)dxdydz =

2π∫
0

π∫
0

1∫
0

r6 cos4 θ sin θdrdθdφ (1 Punkt f. korr. Grenzen)

= 2π
− cos5 θ

5

∣∣∣π
0

1
7

=
4π
35
. (1

7 :1 Punkt, 2π:1 Punkt)

(Integral über θ = 2
5 : 2 Punkte), Rest 1 Punkt

2. Aufgabe 9 Punkte

(a) Es ist

gradf(x, y) =
(

10x− 8 + 2y
10y + 8 + 2x

)
, (2 Punkte) Hf (x, y) =

(
10 2
2 10

)
. (1 Punkt)

(b) Kritische Punkte: gradf(x, y) = 0 ⇒ y = −1, x = 1. (2 Punkte)

Hinreichende Bedingung: Es ist Hf (x, y) > 0, da

• detHf (1,−1) = 96 > 0 und ∂2f
∂x2 (1,−1) = 10 > 0, oder da

• die Eigenwerte der Hessematrix beide positiv sind (λ1 = 12, λ2 = 8)

also hat f in (x, y) = (1,−1) ein lokales Minimum. (2 Punkte)

(c) Aus (a) ergibt sich gradf(0, 0) =
(
−8
8

)
, (1 Punkt)

also ist

f(x, y) = f(0, 0) + gradf(0, 0)T
(
x− 0
y − 0

)
+ (x− 0, y − 0)Hf

(
x− 0
y − 0

)
= 6 + (−8, 8)

(
x
y

)
+ (x, y)

(
10 2
2 10

)(
x
y

)
.

= 6 + 8(y − x) + 2xy + 5(x2 + y2).

(1 Punkt)



3. Aufgabe 9 Punkte

a) ~w(x, y, z) =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×
 x

ez
2

ey
2

 =

 2yey
2 − 2zez

2

0
0

. (2 Punkte (1 Punkt, falls Def.

rot ~v korrekt))

b) Die Randkurve γ von S ist der Einheitskreis in der x-y-Ebene mit der Parametrisierung

~c(t) =

 cos t
sin t

0

, t ∈ [0, 2π]. (2 Punkte)

Man erhält∫ ∫
S

~w · ~dO =
∫ ∫
S

rot~v · ~dO Stokes=
∫
γ
~v · ~ds (2Punkte)

=
∫ 2π

0

 cos t
e0

esin
2 t

 ·
 − sin t

cos t
0

 dt (2 Punkte)

=
∫ 2π

0
− sin t cos t+ cos t dt = −1

2
sin2(t) + sin t

∣∣2π
0

= 0. (1 Punkt)

4. Aufgabe 6 Punkte

Es gilt F = {(x, y) ∈ R2|0 ≤ x ≤ 2, x ≤ y ≤ 2x}. (3 Punkte)
Es folgt:∫∫

F
6ydxdy =

∫ 2

0

∫ 2x

x
6ydydx (1 Punkt f. richtige Reihenfolge)

=
∫ 2

0

[
3y2
]y=2x

y=x
dx

=
∫ 2

0
9x2dx = 3

[
x3
]2
0

= 24 (je 1 Punkt f. korrektes Integrieren)

5. Aufgabe 7 Punkte

a)

dO =
∥∥∥∥∂~x∂u × ∂~x

∂v

∥∥∥∥ du dv (1 Punkt)

=

∥∥∥∥∥∥
1

0
v

×
0

1
u

∥∥∥∥∥∥ du dv (1 Punkt)

=

∥∥∥∥∥∥
−v−u

1

∥∥∥∥∥∥ du dv (1 Punkt)

=
√

1 + u2 + v2 dudv (1 Punkt)



b) ∫
F
f(x, y, z) dO =

∫ 1

u=0

∫ 1

v=0
f(~x(u, v))

√
1 + u2 + v2 dv du

=
∫ 1

u=0

∫ 1

v=0

√
1 + (u+ v)2 − 2uv

√
1 + u2 + v2 dv du

=
∫ 1

u=0

∫ 1

v=0
(1 + u2 + v2) dv du

= 1 + 1/3 + 1/3 = 5/3.

korrekte Grenzen, ~x in f einsetzen und mit dO multiplizieren: 2 Punkte; Integrieren: 1 Punkt.



Verständnisteil

6. Aufgabe 8 Punkte

Eine Parametrisierung ist z.B. ~x(t, ϕ) =

 t cosϕ
t sinϕ

ln t

 (3 Punkte) mit t ∈ [1, e] (1 Punkt),

ϕ ∈ [0, 2π]. (1 Punkt)

Skizze: 3 Punkte

7. Aufgabe 9 Punkte

Gemäß Satz von Gauss
∫∫
∂Z ~v · d~O =

∫∫∫
Z div~v(x)dx (2 Punkte), wobei hier div~v(x) = 1 (2

Punkte) und Z der Zylinder parallel zur z-Achse mit Radius 4 und Länge 4 ist, d.h. Volumen
π · 16 · 4 = 64π. Folglich ∫∫

∂Z
~v · d~O = 64π. (3 Punkte)

Skizze: 2 Punkte.

8. Aufgabe 6 Punkte

In R2\{(0, 0)} ist f stetig als Hintereinanderausführung stetiger Funktionen. (2 Punkte)

In (x, y) = (0, 0) gilt für jede Folge (xn, yn)→ (0, 0), dass

lim
n→∞

|f(xn, yn)| ≤ lim
n→∞

(x2
n + y2

n)
∣∣∣∣sin( 1

x4
n + y2

n

)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ lim
n→∞

(x2
n + y2

n) = 0 = f(0, 0).

f ist also auch in (0, 0) und daher auf ganz R2 stetig.

9. Aufgabe 7 Punkte

Es gilt

~g′(x, y) =
(

cosx 2
ex 0

)
(2 Punkte) also ~g′(0, 1) =

(
1 2
1 0

)
(1 Punkt)

und

~f ′(~g(0, 1)) = ~f ′(2, 1) (1 Punkt)

=

(
1 0

4 −4

)
(1 Punkt)



Daraus folgt nach der Kettenregel:

~h′(0, 1) = ~f ′(~g(0, 1)) · ~g′(0, 1)

=

(
1 0

4 −4

)
·
(

1 2
1 0

)
=
(

1 2
0 8

)
(2 Punkte)

10. Aufgabe 5 Punkte

(a) falsch, (b) falsch, (c) wahr, (d) wahr, (e) wahr.

11. Aufgabe 5 Punkte

Beispiellösungen:

1. f(x, y, z) = x2 − y2 − z2

2. {(x, y) ∈ R2 : x > 0 ∧ y >= 0}

3. f(x, y, z) = 2x+ 1
2y

2 − 1
3z

3

4. v(x, y, z) = (y, 0, 0)

5. f(x, y) = |x− y|


