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Rechenteil

1. Aufgabe 9 Punkte

Da die Funktion 2w —periodisch ist, gilt w = %—; = 1. Weiter ist die Funktion gerade, d.h. es
gilt by = 0 fiir alle k. Wir berechnen noch die geraden Koeffizienten:
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Insgesamt ist dann
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i k
f(z) = 3 +3+ ;(—1) ﬁcos(kx)
2. Aufgabe 7 Punkte

Wir untersuchen das Vektorfeld zunéchst auf die Existenz eines Potentials, es gilt

rotd(z,y,z) = | 22 — 2z | = 0.



Da der Definitionsbereich von @ der R3 und dieser offen und konvex ist, besitzt ¢ ein Potential

u, das wir im Folgenden mit Hilfe der Gleichung Vu = —v berechnen.
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= au (r,y,2) = —2xz + i(z) = 21z
= e(z) = const.

Ein Potential ist also
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Anfangs- und Endpunkt der Kurve berechnen liefert

7(0) = (1,0,1)7, ~y(m) = (~1,0, —1).

Somit ergibt sich das Integral

3. Aufgabe

i.

ii.

14 Punkte

Ein globales Maximum in R? gibt es nicht, da die Funktion nach oben unbeschriinkt ist,
z.B.ist lim f(x,0) = lim 322 = oco. Ein globales Minimum liegt in (0, 0), denn es ist
Tr—00 T—r 00

flx,y) = (l‘ + \/Qy)2 + 222 + 2y, wobei alle Summanden nichtnegativ sind und somit
gilt f(xz,y) > 0 fur alle (x,y). Da f(0,0) = 0 gilt, liegt in (0,0) ein globales Minimum.
Es ist der einzige Punkt in dem es angenommen wird, da z? und 3? gemeinsam nur in
diesem Punkt den Wert 0 annehmen.

Da K eine kompakte Menge ist und f als Summe von Polynomen selbst wieder stetig
ist, existieren nach dem Satz vom Minimum und Maximum beide globalen Extrema auf

K.

Fiir die Untersuchung auf lokale Extrema im Inneren berechnen wir zunéchst die kriti-

schen Punkte: Y
_ [6x+2v/2y
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Aus der ersten Gleichung erhalten wir z = ‘[y Dies in die zweite Gleichung eingesetzt
liefert ( 5+ 8)y = 0. Es folgt y = 0 und somit auch z = 0. Einziger kritischer Punkt
ist also (0 0).

Wir haben bereits festgestellt, dass in (0,0) ein globales (und somit auch lokales) Mi-
nimum vorliegt.

=0.



Alternativ iiber die zweite Ableitung:

e = (,05 *L) =100

=det(f"(x,y)) =48 —8 =40 > 0 = Es liegt ein Extremum vor.
2
%(O, 0) =6 > 0 = lokales Minimum in (0, 0).
x

Zur Untersuchung der Randpunkte verwenden wir die Nebenbedingung
glz,y) =22 +¢y>—9=0.

Untersuchung auf singuldre Punkte, d.h. Lésungen des Systems

(Vg)(z,y) = @j) = (8)

g(z,y) =0

Die ersten beiden Gleichungen liefern die einzige Losung « = y = 0. Diese erfiillt aber
die dritte Gleichung nicht. Daher gibt es keine singulédren Punkte.

Weitere kritische Punkte finden wir mit dem Lagrange-Ansatz
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g(x,y) =0
Nach dem Hinweis 16st man die erste Gleichung nach y auf und erhélt

1
y = ﬁx()\ —3).

Das in die zweite Gleichung einsetzen liefert
2e=(A—4)(\ = 3)z.
Die Gleichung hat die Losungen z = 0 (daraus folgt aus Gleichung 1 y = 0 und somit

ein Widerspruch zur letzten Gleichung) und 2 = (A —4)(A — 3) = A2 — 7\ + 12, woraus
folgt A = 2 oder A = 5.

A=5

1
y:EQx:\/ix =22 +222 - 9=0=>2>=3=2=+V/3=y=4V6
A= 2:

1 1 2 1 2 2

Mogliche Extrempunkte auf dem Rand sind also
21 = (V3,V6), 20 = —21, 23 = (V6,—V3), 24 = —z3.
Funktionswerte in den kritischen Punkten auf ganz K:
f(z1) = f(z2) = 45, f(z3) = f(z1) = 42, f(0,0) =0.

Das heiBt das globale Maximum liegt in z; = (V/3, \/6) und z3 = (—/3,—v/6). Das
globale Minimum liegt in (0, 0).



Verstandnisteil

4. Aufgabe

11 Punkte

i. Die Menge K beschreibt eine Viertelkugel vom Radius 1 mit Mittelpunkt im Ursprung.

ii. Am schnellsten geht es iiber die Volumenformel einer Vollkugel, dann ist

V(K) = % <§w13> .

Mit Hilfe eines Mehrfachintegrals:

K = {(rcos¢sinf,rsin¢sinb, rcosf)|r € [0,1], ¢ € [0, g], 6 € (0,7}

und somit

V(K) = /K/ / ldxdydz = /IZ / 2 sin Odrdpdd
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é.
ili. Wir nutzen hier den Satz von Gaufi:

divi(z,y,2) =2+ 14+2—-2z+1=2.
Es folgt:

/ / 7-dO = / / / divodzdydz
oK K
= ///Qdacdydz = 2///dmdydz = %ﬂ
K K



5. Aufgabe 7 Punkte
zu A:
0A = {(x,y)]w =y,x € [—1, 1]} U {(m,y)]y =—x,x € [-1, 1]} U {(a;,y)\y e[-1,1,z e {-1, 1}}

Da die Geraden y = —x und y = z nicht zur Menge gehoren, ist die Menge nicht abgeschlos-
sen. Da die beiden Strecken, die parallel zur y-Achse verlaufen zur Menge gehoren, ist diese
auch nicht offen. Die Menge ist beschréankt, aber nicht kompakt.

zu B:
0B =B

Die Menge ist abgeschlossen, da alle Randpunkte zur Menge gehoren. Allerdings ist sie un-
beschréankt und damit auch nicht kompakt.

6. Aufgabe 12 Punkte

i. AuBerhalb von (0,0) ist die Funktion stetig alb Komposition stetiger Funktionen. Weiter

nutzen wir, dass 22 < 22 + % und damit | e 2‘ <1 gilt.
In (0,0) gilt damit fiir f:
0<  lim |f(z,y)— f(0,0)] = lim }fl 0
(z,y)—(0,0) (z.9)—(0,0) ' 2% + y?
x
= lim T <  lim zy| =10
(x7y>e<0,0>| y”rv2+y2‘ - (x,y)—>(0,0)‘ d

Also ist f in (0,0) und somit insgesamt auf ganz R? stetig.
ii.

FO+h, 0) f0,0) . 0-0

ax( ) }1L—>0 ]’1L—>0 =0
g(0,0) = lim f(0.0+ h) 1(0.0) = lim 0-0_ = 0.
dy h—0 h h—0

Die partiellen Ableitungen existieren und somit ist die Funktion partiell diffbar in (0,0).

iii. Da die Funktion in (0,0) differenzierbar ist, ist die Ableitung wie im zweiten Teil be-
rechnet f'(0,0) = (%(0,0), 3—5(0,0)) — (0,0).
AuBerhalb von (0,0) gelten die iiblichen Ableitungsregeln:

of C3a?y(a? +y?) —2dy - 20 aty 4+ 3a?y?
ax(w,y) = (@2 + 42)?2 T @t 2)?
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Also ist

(x4y+3$2y3 2B —By?

@ +y?)2 (a:2+y2)2)’ fiir (:c,y) 7& (070)
(0, 0), fir (z,y) = (0,0)

f(x,y) = {



