Aufgabe 3

i. Ein globales Maximum in R? gibt es nicht, da die Funktion nach oben
unbeschrinkt ist, z.B. ist lim f(z,0) = lim 322 = cco. Ein globales
T—00 T—>00

Minimum liegt in (0,0), denn es ist f(x,y) = (CL‘ + \/iy)2 + 222 + 292,
wobei alle Summanden nichtnegativ sind und somit gilt f(z,y) > 0
fiir alle (z,y). Da f(0,0) = 0 gilt, liegt in (0, 0) ein globales Minimum.
Es ist der einzige Punkt in dem es angenommen wird, da z? und 7>
gemeinsam nur in diesem Punkt den Wert 0 annehmen.

Da K eine kompakte Menge ist und f als Summe von Polynomen
selbst wieder stetig ist, existieren nach dem Satz vom Minimum und
Maximum beide globalen Extrema auf K.

ii. Fiir die Untersuchung auf lokale Extrema im Inneren berechnen wir
zunéchst die kritischen Punkte:

(V)(z,y) = (63@ + 2\/§y> .

=0.
2v/2x + 8y

Aus der ersten Gleichung erhalten wir x = —@y. Dies in die zweite

Gleichung eingesetzt liefert (—% + 8)y = 0. Es folgt ¥ = 0 und somit
auch z = 0. Einziger kritischer Punkt ist also (0, 0).

Wir haben bereits festgestellt, dass in (0,0) ein globales (und somit
auch lokales) Minimum vorliegt.

Alternativ iiber die zweite Ableitung;:

1" o 6 2\6 o
= det(f"(x,y)) =48 —8 =40 > 0 = Es liegt ein Extremum vor.
2
gx";(o, 0) =6 > 0= lokales Minimum in (0, 0).

iii. Zur Untersuchung der Randpunkte verwenden wir die Nebenbedin-
gung
g(z.y) =2° +y* —9=0.

Untersuchung auf singulére Punkte, d.h. Lésungen des Systems

(Vo)1) = @j) - <8)

g(:ﬁ,y) =0



Die ersten beiden Gleichungen liefern die einzige Losung =z = y =
0. Diese erfiillt aber die dritte Gleichung nicht. Daher gibt es keine
singuldren Punkte.

iv. Weitere kritische Punkte finden wir mit dem Lagrange-Ansatz

vf_ <6$+2\/§y> _, <2x> vy
2v/2z + 8y 2y

g(x,y) =0
Es gibt nun mehrere Moglichkeiten zur Bestimmung der kritischen
Punkte.
Zuerst stellt man fest, dass « # 0 und y # 0 sein miissen, denn aus z =
0 folgt aus der 1. Gleichung sofort y = 0 und aus y = 0 folgt aus der 2.
Gleichung sofort x = 0, und (z,y) = (0, 0) erfiillt die Nebenbedingung
nicht. Damit suchen wir bei den folgenden Rechnungen nur Punkte
mit  # 0 und y # 0.

(a) Berechnung des Lagrange-Parameters A

Aus der Gradientengleichung folgt

(6 —2\)z +2v2y =0
2v2x 4+ (8 —=2\)y =0

und dieses homogene lineare Gleichungssystem hat nur dann eine
nichttriviale Losung (d.h.  # 0 und y # 0), wenn

6 -2\ 2V2
det( 93 8—2)\>_0
gilt. Und das bedeutet fiir A
(6—20)(8—2)\)—8=0<= N2 -TA+10=0

mit den Loésungen

7 149 7.3
)\1’2 5 1 0 5 2—))\1 5,)\2

Aus der 1. Gleichung folgt (s. Hinweis)
A3
G

und damit erhélt man fiir Ay =5

2
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X

z— y? =222 und mit der NB 22242 =9 <=z = +v/3



und mit y; = %x die kritischen Punkte

sziéﬁmqﬁMmbm.ﬁzhfﬁﬁy

Fiir Ay = 2 erhélt man auf analoge Weise
2

1
w:—\%ﬁy%:% und mit der NB 51:2+1:2:9<:>;r::|:\/6

und mit yo = —% die kritischen Punkte

P = (V6, —g) = (V6,—V3) baw. P;=(-V6,V3).

Durch den Vergleich der Funktionswerte

f(P1) =9+12424 =45 = f(P;) und f(P3) =18—12+12 =18 = f(Py)

findet man z.B. bei P; das Maximum maxy f = 45.

Alternativ: Man konnte den Lagrange-Parameter auch berech-

nen, indem man y = )‘—\;g’x in die 2. Gleichung einsetzt und dann

eine Bedingung der Form
z(A\ —TA+10)=0, =x#0,

erhalt.

Elimination des Lagrange-Parameters
Durch die Multiplikation der 1. Gleichung mit y und der 2. Glei-

chung mit x erhilt man nach der Subtraktion der enstandenen
Gleichungen

1
2\@$2+8my:2\/§y2—6xy<:>x2+ﬁ:cy—y2:0.

Die Auflosung der quadratischen Gleichung nach x ergibt (...mit
der p-g-Formel)

1 n y2+ 5, —1+£3
X = —_—— _— =
TRV T T el
also
2 2 2 1 9 1o
To=——y=>1x5=2 bzw. 1= —y=127=—
SRV A SRV



Mit der Nebenbedingung findet man fiir zs schliefSlich
2y2+y2:9<:>y::|:\/§,
also die kritischen Punkte

(_\55\/§7 V3) = (—V6,V3) =P, und (V6,—V3)=P;.

Fir z; = %y erhéilt man auf analogem Weg die kritischen Punk-

te
(V3,V6) =P, bzw. (—V3,-V6)=P,.

Man konnte auch auf die Idee kommen, die NB in die Gleichung

einzusetzen. Man erhélt

1 1
[9—y2]+ﬁy\/9— 2—y2:0<:)2y2—9:ﬁy 9—y2.

Hier hilft nun nur Quadrieren, allerdings verdndert (vergrofiert) man damit
die Losungsmenge, aber man erhélt mit

1
4yt — 36y% + 81 = 5y2[9—y2] =yt -9 +18=0

eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von y? mit der Losung

9 /81 9
2
Y A T
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y?=6 und z3=3.

9

| W

also

Die Auswertung der NB ergibt nun die bereits gefundenen kritischen Punkte
P, bis P4, allerdings auch weitere Punkte, wie z.B.

(fv_\/é) oder (_\/ga\/g)7

die allerdings die Gradientengleichung nicht erfiillen.



