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) Losungsskizzen zur
1. Ubung Analysis II fiir Ingenieure

(Topologie und Konvergenz im R"™)

1. Aufgabe

e Die Menge A ist ein Rechteck in R? mit Randpunkten (-2, —1), (=2,1),
(2,1), (2,—1). Der nicht zugehoerige Rand sollte kenntlich gemacht wer-
den. A ist offen und beschréinkt.

0A = {(z,y) e R?| (|2 <2,y € {~1,1}}U{(z,y) e R*; (ly| < 1, v € {-2,2}}.

e B in R? ist das um 2 Einheiten in z-Richtung verschobene Rechteck A.
B ist weder offen noch abgeschlossen, aber beschriankt.

0B ={(z,y,2) ER*[[z] <2,]y| <1, z =2},

e Die Menge C' laesst sich nicht sinnvoll zeichnen, da fiir alle rationalen ¢
die vertikalen Linien zwischen Punkten (g, 1), (¢, —1) gezeichnet werden
miissten. C' ist weder offen noch abgeschlossen; C' ist unbeschrankt;
0C =R x [—1,1].

e Bei D handelt es sich um die Flache strikt oberhalb des Graphen der
Funktion y = 2% auf dem z-Achsenabschnitt | — 2,2[. D ist offen und
unbeschrinkt; 0D = {(z,y) € R?* |y = 2°,|z| < 2} U{(z,y) € R? |z =

e Bei E handelt es sich um den Kreis in der zy-Ebene mit Mittelpunkt
(3,5) und Radius 2. F ist abgeschlossen und beschriankt, also kompakt;
OF = E.

e Fist ein Kreiszylinder unendlicher Hohe, dessen Grundfliche die aus F
gebildete Kreisscheibe ist. F' ist abgeschlossen und unbeschrankt;
OF = {(z,y,2) e R?|(z,y) € E}.
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2. Aufgabe

(a) Definiere 4,, := {(z,y) € R?*|2*+y* < (1+2)?}. Dann sind die A, offen,

withrend A := (), oy 4n = {(z,y) € R? | 2? + y* < 1} abgeschlossen ist.

(b) Definiere

A={(z,y) eR?||z| < L |yl < 1} U{(z,y) € R*|z > 2},
B:={(z,y) €R*||2| < L Jy| <1} U{(2,y) e R* |z < —2}.

Beide Mengen sind weder beschrankt noch abgeschlossen. Ihr Durschnitt
ist das Quadrat {(z,y) € R?||z| <1, |y| < 1}.

(c) Falsch. A := {(z,y) € R*|x > 0} ist offen und unbeschréinkt, aber A¢ ist
ebenfalls unbeschrankt, also nicht kompakt.

3. Aufgabe

(i) zu dy: Die erste Komponente der Folge @ konvergiert nicht, da

k% cos(km) + 2k _ { k;flk falls k& gerade und

k2 4+ 1 —k?42k
* k241

falls k£ ungerade.

Somit konvergiert @ nicht.

- 1
zu by hm by = hm </ 1 dt, / o dt) = klingo (1 — E,arctan(k)) =

Zu Cy: kllj(f)lo ¢ = lim (ek ln(2k+1)> = (1,In(3)) = (1, - In(2)).

k—o0
(i) Mit k; =44, und k; = 2+ 8l, j,1 € N, erhalten wir
Waj = (1 +(45)%e7Y, ﬁ) und - wayg = (1 + (24802 1+ s )

Wegen hm w4] (1,0) und hm Worg = (1,1) ist (Wy)gen nicht konver-

gent.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)
Die Mengen der Randpunkte von A, B, C' und D sind:

A = {(z,y) e R*|zy = 0} U{(z,y) € R*| 2’y = 16}, 9B = B,
9C = {(w,y,2) € R?| [a| + [yl =4, 0 < 2 <2} U {(2,y,2) € R*| 2] + |y| < 4,
OD ={(z,y,2) € 2’| |z + |y| <3, z =1}

Die Mengen A ist weder offen noch abgeschlossen. Die Menge B ist abgeschlos-
sen, aber nicht beschrankt und somit auch nicht kompakt. Die Menge C' ist
offen. Die Menge D ist abgeschlossen und beschrankt, d.h. kompakt.

2. Aufgabe (6 Punkte)
(a) A:={(z,y) e R?*|z > 0}.

(b) Falsch. A := {(z,y) € R*|z > 0} und B := {(z,y) € R?*|z = 0} sind
abgeschlossen, aber A\ B = {(z,y) € R?|z > 0} ist offen.

(c) Korrekt. Sei & ein beliebiger Punkt in AN B. Da A offen ist, gibt es ein
e > 0, sodass die Kugel K. mit Radius € und Mittelpunkt ¥ ganz in A
enthalten ist. Da B offen ist, existiert ein 0 > 0, sodass die Kugel Kj
mit Radius 0 und Mittelpunkt ¥ ganz in B enthalten ist. Folglich ist die
nichtgrossere (also in der Regel die kleinere) der beiden Kugeln sowohl
in A als auch in B enthalten. Also ist AN B offen.

3. Aufgabe (6 Punkte)
A O (D" _

Zu dy: ]}erolo ar = ’}Lrgo (E sin(1/k), 12 ) = (0,0).

zu gki

k
S M T dt k2
= i ([ e avcan ()

= lim (1 — 75, arctan (ek2>> =(1,2) .

k—oo

zu ;. Die erste Komponente von ¢ konvergiert nicht. Somit ist ¢ nicht
konvergent.

z €40,2}},
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Losungsskizzen zur

2. Ubung Analysis II fiir Ingenieure
(Konvergenz im R™, Abbildungen, Funktionen, Stetigkeit)

1. Aufgabe

Wir definieren f : K — R, f(#) = |# — d|. Die Menge K ist kompakt und
f ist stetig, also nimmt f ein Maximum und ein Minimum in K an. Der
Einheitskreis 0 K und die Gerade durch den Ursprung, die durch a definiert ist,
haben zwei Schnittpunkte. Maximum und Minimum werden in diesen beiden
Schnittpunkten angenommen.

Die Nivaulinien sind Kreise um d.
Plot fiir @ = (2,0):
1.




2. Aufgabe

(i) f ist auf R?\ {(0,0)} als Komposition stetiger Funktionen stetig. Um
den Punkt (0,0) zu untersuchen, betrachte die Folge #, := (0, 1). Dann
gilt:

22 — 2 _L
lim f(Z,) = lim Tn = In _ iy = =1

2 2

wohingegen f(0,0) = 0. Also ist f in (0,0) nicht stetig.

(i) g ist fiir z # 0 als Komposition stetiger Funktionen stetig. Sei nun (z, y)
ein Punkt mit x = 0 und ((x,, y,))nen eine beliebige gegen (z,y) konver-
gente Folge. Dann gilt:

1
i [g(, ) —g(,9)] < lim |:cnynsm( )r—hm xnyn|sm< )\—o
‘T/n/ - xn

n—oo

<1

Also ist g auch in (z,y) stetig und somit auf ganz R?.



3. Aufgabe
(a) A:={(z,y) € R*|z > 0} und & := (k,0).

(b) A= {(z,y) € R*|2® +y* < 1} und F == (0,1 — }).

0, falls (z,y) € A,

1, sonst.

f(:v,y):{

[0, falls (z,y) € AUOA,
9(w,y) = { 1, sonst.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (6 Punkte)
(a) D ist abgeschlossen und beschriankt, daher kompakt. f ist stetig, nimmt
daher Maximum und Minimum auf D an.

(b) D ist die von der z-Achse und der Parabel y = 4 — z? eingeschlossene
Flache. Die Niveaumengen sind Geraden mit Normalenvektor a.

(c) f steigt nach “rechts oben” hin an, dementsprechend liegt das globale Mini-
mum in der “linken unteren” Ecke von D. Dies ist p = (—2,0). Die zugehorige
Hohenlinie schneidet D nur im Punkt p, der also der einzige Punkt ist, in dem
das Minimum angenommen wird. Das Minimum ist somit —8.

2. Aufgabe (6 Punkte)
(a) M ist beschrinkt, da alle Zahlen im Intervall [0, 1] liegen. Ausferdem gehort
jeder Randpunkt von M zu M. Angenommen, M hat einen Randpunkt x, der
nicht zu M gehért. Fiir > 1 folgt [x—3(z—1), 2+ (z—1)]NM = @; firz < 0
folgt [3x, s2]NM = @. Fiir 0 < z < 1 gibt es ein k € Nmit e"* ™) <z < e7*.
Also folgt [e=* D) 4 L(z — e~ ") e — L(e7* — 2)]N <= @. Damit haben wir
allen drei moglichen Fillen eine Umgebung von x gefunden, die komplett nicht
zu M gehort; also war x kein Randpunkt. Folglich gehdren alle Randpunkte
von M zu M, d.h. M ist abgeschlossen. Also ist M kompakt.

(b) Falsch. Die Folge (zx,yx) := (—k, k) divergiert, aber die Folge xy + yj ist
die kostante Nullfolge.

(c) Die Aussage ist wahr. Wenn die Folge ((xk, yx))ren konvergiert, dann kon-
vergieren nach Def. auch die Komponentenfolgen (zy)ren und (yx)ren. Aus der
Analysis I wissen wir, dass auch die Summe von zwei konvergenten Folgen, also
(zk)ken, definiert durch zj, := xy + yg, konvergiert.

3. Aufgabe (8 Punkte)

(i) In den Punkten (z,y) € R%\ {(0,0)} ist f als Kombination stetiger
Funktionen stetig. Im Punkt (0,0) ist f nicht stetig. Dazu betrachten wir
die Folge (%, %)keN. Sie konvergiert gegen (0,0), aber limkqwg(%, %) =

9 L
. k)2 —
limy_oo T 1.

(ii) ¢ ist fir x # y als Komposition stetiger Funktionen stetig. Sei nun

(z,y) = (0,0) und ((zn,Yn))nen eine beliebige gegen (0,0) konvergen-



te Folge. Dann gilt:

1
lim |g(2n, Yn) — g(z,y)| < lim |(z2 + y2) arctan ( ) |
n—oo n—oo :L'n — yn

n—oo

1
= lim (22 + y2) | arctan ( ) | =0.
Tn = Yn

[

IA
m\=l<

Also ist g auch in (0, 0) stetig.
In allen anderen Punkten (z,y) mit x = y ist g nicht stetig. Dazu be-
trachte die Folge (2, y,) := (z + %, z). Dann gilt

1
lim g(x,,y,) = lim (22 + y2) arctan < )

n—oo xn — yn

= (lim 22 + lim y?2) lim arctan(n) = (z* + yz)g # 0.

n—o0 n—oo n—oo

Also ist g in den Punkten (z,2) mit = # 0 nicht stetig.
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3. Ubung Analysis II fiir Ingenieure
(Differentiation)

SS 11

Stand: 20. Mai 2011

Tutoriumsvorschliage

1. Aufgabe

Zu zeigen ist:

hm(Asz (0,0 \/m ( +A:U,y+Ay) —f(x,y) -

0
0 1.
0
—2x 1

Beweis: ———— (f(x—i—Ax y+ Ay) — f(x,y)( 0 1
A:c2 A 2 1 0

)(%)

y+ Ay — (v + Ax)? y — —2xAx + Ay
*2 y+ Ay — Y — Ay
Ay r+ Az x Ax

0
\/TAy( 8 ) — (8) fir (Az, Ay) — (0,0),

da 20— > — A% = —[Ad] — O fiir (A, Ay) — (0,0)
2. Aufgabe

(a)



> 0 —1 1 1 1

af 1 1
firdg=(1,1.1). 4= -1(1.1.0:—==—1| 1 0 -1 1]l=—11
ur a (77)7u ﬁ(?a)aﬁ \/i 1 1 0 0 \/5 0

(b) ¢'(z,y) = m(ez sinyy/22 + y? + 1—(a2+y2+1) " 2ze® siny, e* cos yy/22 + y® + 1—
(2% + y? + 1)"2ye” siny)

r—2x
Tiwow0) (T, y) = g(w0,90) + ¢’ (20, Yo) (y _ y(?)

T
~Ton () =0+ 0.0 () =

3. Aufgabe

Fiir (x,y) # (0,0) ist g als Komposition differenzierbarer Funktionen differen-
zierbar, und daher auch stetig und partiell differenzierbar an diesen Stellen.
Die Folgen (0, %) und (+, 1) konvergieren gegen (0,0). Aber

1 . n? ) 11
1(0) =0 0=t G = im o (10)
d.h. g ist in (0,0) unstetig.
dg 9(0,t) —9(0,0) _ 9y

T g(t,O)—g(0,0) N 1 _
g (020) = lim === =0=lim === =gy "0

Also ist g in in allen Punkten (z,y) € R? partiell differenzierbar mit

99, = U e falls (,y) # (0,0)
dx 0 falls (z,y) = (0,0)

und analog fiir g—g. Die Funktion g kann aber nicht differenzierbar in (0, 0) sein
da ¢ in (0, 0) unstetig ist.

(Die Funktion g kann also insbesondere in (0, 0) nicht stetig partiell differen-
zierbar sein. Letzteres priife man zur Ubung selber noch einmal von Hand nach.
In der Tat ist z.B. die Funktion %(a:,y) im Punkt (0,0) nicht stetig.)



Hausaufgaben

1. Aufgabe (3 Punkte)
(@) = A.
2. Aufgabe (9 Punkte)
Die partiellen Abbleitungen sind:

ﬂ (QZ’, Yy = - = ﬂ €,y = - 4

w0V = TqmrE w0y S T

(a) = f'(1,0) = (-v/2,0)

(b) S0, DG4 = 10, )3, 47 = 40, )47 = k.

4
(c) Die Tangentialebene hat daher die Darstellung:

Tle,y) = F1LD) + 5H0 D = 1) + 50~

=1-2(zx—1)—(y—1).

3. Aufgabe (8 Punkte)
Sei (2, y,) € R*\ {(0,0)} eine Folge mit (z,,,y,) — (0,0). Wegen
Ty = Tnln |23 ||y
i) = WO = P | S g Yy~ 0
gilt ( l)inéo 0 h(z,y) =0 = h(0,0). Also ist h in (0,0) stetig.
z,y)—(0,
Partielle Differenzierbarkeit:
h h(t,0) —h h(0,t) — h
O (0,0) = tim ML = MO0 199y, OO = 2O0.0)
ox t—0 t dy t—0 t

Im Punkt (0,0) ist A aber nicht differenzierbar, denn ansonsten miisste ja nach
Definition der Differenzierbarkeit gelten

h(z: ) = (A(0,0) + 752(0,0) + 7.53(0,0))

0= lim —" -
T 2t
I 0—(0+4+-1+0) 1
= lim =——.
SRV AU V2
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Tutoriumsvorschlige

1. Aufgabe
Nur fiir f3 ist der Gradient erklirt. Fiir (z,y) € R? gilt

grad, ) f3 = (2x, 2y).

Der Gradient zeigt stets in die Richtung des grofsten Anstiegs von f.
Da |i] = 1 ist, gilt 2L = grad f3- @ = (2,2) - (1,0) = 2.

%%
e




2. Aufgabe
Direkt:
(i)

(f - )(z,y) = 2® — 22%y — 2e"y + xe™tY
= (F- 7 (2,y) = (3% — 4oy — 2%y + ™Y 4 we™Y, —24? — 2e® 4 et tY)
=(f §)(0,0) = (

Produktregel: (f g) = f Jg+f-g
F 0

f-
I

f(07 O) ( ) 17 O)? §(07 0) = (07 07 1)
1 -2 1 -2
flley)={e" 0 |=f(0,0=1]1 0
1 0 1 0
2x 0 0 O
gy =10 =2[=7g(00)=|0 -2
ety Tty 1 1
. 0 0 1 -2
=(f-9)(0,0)=(0,1,0) [0 —2| +(0,0,1)[1 ©
1 1 1 0
=(0,—-2) 4+ (1,0) = (1, -2).
(ii)
e2r+y + 233@/
(fx(zy)=| 2> (z - 23/)6”1’
—2xy + 4y* —
2€2x+y + 2y 2x+y + 20
=(fx§)(z,y) = | 32% — " — (x 2y) TR 2e"TY — (1 — 2y)e Y
—2uy — 2we® — 2% —2x + 8y
2 1
=(f > §)'(0,0) = —1 2
Mit Rechenregel: “(f x )' = £7(0,0) x G(0,0) + f(0,0) x §(0,0)
1 - 0 0 0 0
=11 O] +(1] x|0 =2
1 1 0 1 1
0 11 2 1
= 1 214+10 0)=1|-1 2
0 0 0 0 0 0

N}



(iii)

(hoﬁ(may):h(iﬂ—?y,e ,:C):e(x 2y)e +I2
=(ho JF)'(x, y) = (" + (z — 2y)€ze(m—2y)ex +or, _Qeze(r_Qy)ex)
=(ho fY(0,0) = (1,-2).

Mit Kettenregel: b/ (z,y, z) = (ye™, xe™, 2z).

— —

=(ho f)'(0,0) = 1'(£(0,0))/(0,0)

1 -2
= 1'(0,1,0) (1 0) = (1,0,0) (
1 0

—_ = =

—2
0| =(,-2).
)



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)
Der Gradient eines skalaren Feldes T" weist in einem Punkt Z die Richtung des
stiarksten Wachstums von 7' im Punkt 7.

T(x,y,z) = 104 6cos(x)cos(z) — 3 cos(2z) cos(2z)

g—Z(x,y,z) = —6sin(z) cos(z) + 6sin(2z) cos(22)

oT
a_y(x’y72:) =0

T
g—z(:v, y,z) = —6cos(x)sin(z) + 6 cos(2z) sin(2z)
—6sin(z) cos(xs) 4 6sin(2z4) cos(2z3)
= grad T'(z1, x9, x3) = 0
—6 cos(xy) sin(z3) + 6 cos(2x1) sin(2x3)

Mit sin(3) = %g’ cos(¥) = 3, sin(3m) = %g und cos(37) = —1 folgt

grad T(( ,g,%): 0 — (=3v3 0 —3v3).

wl X

Also ist die Richtung des grofiten Temperaturanstiegs (—3v/3,0, —3v/3)” bzw.
skaliert \/ié( —1, 0, —1)T. Der grofte Anstieg von —T ist der grofite Abfall von

T, also ist die Richtung des groften Temperaturabfalls in & gerade \/Li (1, 0, 1)T.

Die Temperatur dndert sich nicht in alle Richtungen @ = (uy,us,us)? mit
Uz = —Uuzp.



2. Aufgabe (6 Punkte)

(i)
~ 2u e’ . . 6 ¢
Flu,0) = ( 0 ) f’(§(1,2))f’(37€2)( P )
e3+82 €3+62

e
1 1 1 1
o= ) san=(5 L)
6+e2+62 6+62+62
= (fod)(L2)=FB3.¢)-7(1,2) = s s

(i)
g'(x,y,2) = ((y = 21)e" %, "%, (=22 —y + 2%)e" ),
g(F(1) = 9’2t 2%, 1) = (£, €', (-2t = 1)) .
2

—

() = (41&) o= (go YY) =gt 262, 8) - F(t) = (% + 2t)e'.

(6 Punkte)

B —x2¢inzx
(g x h)(x,y) = ysinx

x? arctan(y?)

—2xsinz — z%cosz 0
= Y cosx sin x
2 222y
2z arctan(y?) Tt

|

(7 h)(x,y) = yarctan(y?)

2

3

1
e}
X
>
SN—
=
E
(e
N—
I
o O
o O O

= 7N/ _ 2
=(g - h)'(v,y) = (0, arctan(y~) + 1+y4)

=(7-h)(x,0) = (0,0).
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1. Aufgabe

a) Die Koordinatenfldchen sind:
1. p konstant: nach oben und unten unbeschrankter Zylindermantel
mit Radius p und der z-Achse als Symmetrieachse,
2. ¢ konstant: Halbebenen senkrecht zur xy-Ebene durch die z-Achse

3. z konstant: Ebenen parallel zur zy-Ebene auf der Hohe 2

b)
(9f oS\ 57 —psin e 0
(., 2) = | sing |, 5=(p.p,2) = | peose |, 5=(pp,2) = |0
dp 0 dp 0 0z 1

c) i) Es entsteht ein Achtelkreis mit Radius p auf der Hohe z.

ii) Es entsteht ein Achtelzylindermantel um die z-Achse mit Radius p
und Lénge 3.

iii) Es entsteht ein “Tortenstiick, d.h. ein ausgefiillter Achtelzylinder
mit Radius 2 und Hoéhe 3.

Wenn ein Parameter variiert wird, so erhdlt man als Bild eine Kurve.
Wenn zwei Parameter variiert werden, so erhélt man als Bild eine Fla-
che. Wenn drei Parameter variiert werden, so erhélt man als Bild ein
Volumenstiick.



d) 224+ y*=9,2=1,<= p =3,z = 1. Dies ist ein Kreis in der um 1 nach
oben verschobenen zy-Ebene mit dem Radius 3 und dem Mittelpunkt

auf der z-Achse, also
L= {(p7(1072) S [O,OO[X[O,27T[XR p= 3,2 = 1}

—

e) Berechnen wir ¢ zunéchst direkt: Es ist q(p,¢,2) = (g o f)(p,p,2) =

E = 2 also
\/p2 cos? p+p2 sin? @ 14

z

T2
grad,, .)q = 0
P

Nun zur etwas umsténdlicheren Verifikation mit der Kettenregel. Es ist

’ —xz —yz 1
g (x, Y, Z) = <(x2+y2)% (12+y2)% (12+y2)%>

und weiter

— —

(go )/(;0,90,2):9/( (p,(ﬂ,Z))ﬁ(p,QO,Z)
cosp —psing 0

= (=2 =2 1) sing peosy 0

0 0 1
z 1
=(=2= 0 5),
also
7
gradg = | 0
»

2. Aufgabe
Mit x = pcosp,y = psin p gilt:

x2eY

f(x’y):\/ﬁ:W

p2 COSZ gpesin ©
P

= pcos® pelSin?.

Daraus folgt:
lim z,y) = lim p cos? pefsm? = (.
(2,y)—(0,0) fz.y) p—0 P 4



3. Aufgabe

a)

Es gilt: s = %gt2 &g = ?—23 Wenn wir die Werte s = 44.5m und t = 3sec
einsetzen erhalten wir folgenden Naherungswert fiir die Erdbeschleuni-
gung: g ~ 9.89 >

sec?”

o
Ii‘i
&

Sei f(s,t) = 2. Dann gilt: afsc =

Z un
Furs€[444 446] und ¢ € [2.9, 3.

ot
| gilt damit:

3

H

| |<%~024— Mlund|8—f| < 458 ~ 7.31 = M,. Nach dem
Fehlerschrankensatz gilt also fiir s € [44.4,44.6] und ¢ € [2,9,3.1] (so
445, t() = 3)

|f(50,t0) - f(S,t)| S M1|S - S()l + let - t0| S 024-0.1+731-0.1=
0.755. Wir konnen also mit Sicherheit sagen, dass die von uns gesuchte
Konstante ¢ im Intervall [9.89 — 0.755,9.89 + 0.755] = [9.135, 10.645] zu
finden ist.

Die tatsdachliche Erdbeschleunigung betragt g ~ 9.81%.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)

a) Die Koordinatenflachen
1. r konstant: Kugeloberfliche mit Radius r.
2. 1 konstant: Mantelflache eines Kegels mit der Spitze im Nullpunkt und
Innenwinkel ¥, nach oben (oder unten) unbeschrankt.
3.  konstant: Halbebene durch die z -Achse.

b) Die Koordinatenlinien sind Ursprungs(halb)geraden (r variabel), halbe
Léangenkreise () variabel) und Breitenkreise (p variabel).

c¢) Die Funktionalmatrix der Kugelkoordinaten lautet:

cos(p)sin(¥) rcos(p) cos(v) —rsin(p) sin(F)

Fr9,0) = | sin(e)sin@®) rsin(p)cos(9)  rcos(p)sin(d)
cos (V) —rsin(v)

O

d) Direkt:

(g o f)(r, 9, ) = sin® cos or In(r?)
—(go f)(r,0,¢) = (sind cos p(In(r?) + 2), cos ¥ cos @r In(r?), — sin ¥ sin @r In(r)).
Mit der Kettenregel:

Zunachst ist
222 2xy 2xz

/ — (In(z? 4+ 1% 4 22) +
g(fL’,y,Z) (H(ZE ) Z) x2+y2+22’w2+y2+227$2+y2+22

),

also
(g © ]?)/((7", v, 90) = g/(f(r’ v, 90))F(T’ v, SO)
= [(In(r?), 0,0) + 2sin ¥ cos @ (sin ¥ cos p, sin ¥ sin ¢, cos )]

cos psiny rcospcosty —rsinpsind
singsind rsingpcosty  rcosesind
cos v —rsind 0

= (In(r?) cos @ sin ¥, r In(r?) cos ¢ cos ¥, —r In(r?) sin ¢ sin V)
sin? ¥ cos? ¢ + sin® ¥ sin? ¢ + cos® 1)
+ 2sin® cos ¢ | rsint cos v cos? p + rsin 1 cos ¥ sin? p — 7 cos ¥ sin ¥
—rsin® ¥ cos @ sin o + 7 sin? ¥ sin ¢ cos ¢
= (In(r?) cos sin ¥, 7 In(r?) cos ¢ cos ¥, —r In(r?) sin p sin 1)
+ 2sinv cos ¢(1,0,0)
= ((In(r?) + 2) cos psind, r In(r?) cos  cos ¥, —r In(r?). sin  sin V).



2. Aufgabe (4 Punkte)
Wir bezeichnen die Losungsmengen mit L, bzw. L.
a) Aus 2y = 3z, 22 + y? > 4 folgt

Lo = {(p, @) €[0,00[x[0, 27[: 2psinp = 3pcos @, p® cos® ¢ + p*sin® p > 4}
3
= {(p,¢) € [0,00[x[0,27[: p > 2, sinp = 5 cos 0}

3
o)

= {(p, ) € [0,00[x[0,2[: p > 2, tan =
b) Aus 22 +y* <3, 2 >0, y > 0 folgt
Ly = {(p, ) € [0,00[x[0,27[: p < V3, pcosp > 0, psing > 0}

— (1) € [0.00[x[0,2[: p < VB, p € [0, 2] U 2w, 21, o € [0, 7]}

2 2
- {(pu SO) S [07OO[X[0727T[: p < \/57 Y E [07 g]}
3. Aufgabe (8 Punkte)

a) Es gilt: T = 271'\/% &g = 47}?. Wenn wir die Werte L = 2m und
T = 2.9s einsetzen erhalten wir folgenden Néherungswert fiir die Erdbe-
schleunigung: g ~ 9.387.

b) Sei f(T,L) = .4” L Dann gilt: 3 8f = —8T3 und af
Fir T € [2.7,3. 1] und L € [1. 999 2.001] gllt damlt
2] < $m2000 8 03 — M, und || < 3% ~ 5.42 = M,. Nach dem
Fehlerschrankensatz gilt also fiir 7" € [2.7,3.1] und L € [1.999,2.001]
(TO = 29, L(] = 2)
|f(To, Lo)— f(T, L)| < My|T —Tp|+ My|L—Lo| < 8.03-0.2+5.42-0.001 ~
1.61. Wir konnen also mit Sicherheit sagen, dass die von uns gesuchte
Konstante g im Intervall [9.38 —1.61,9.38+1.61] = [7.77,10.99] zu finden
ist.

Die tatsiachliche Erdbeschleunigung betragt g ~ 9.813.

T2'
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(Extrema, Satz von Taylor)

Tutoriumsvorschliage

1. Aufgabe

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung fiir eine Funktion g mit Differential an
einer Stelle Z lautet:

— — 1 — -
T,(Z+ Az) = g(Z) + grad; g - Az + §A$TH59A.’E,
wobei Hzg die Hessematrix an der Stelle & ist.

Damit ergibt sich:

z¥lnzx

yly — Dav=2 v 4 yr¥lln x) (Am)

oyl 4 yz¥llng In? za¥ Ay

Ty(2 + Az, y + Ay) = f(a,y) + <yxy_ > ' (ﬁ;)

Aamo

=

Tp(1+ Az, 1+ Ay) = £(1,1) + <(1)> _ (ﬁﬁ

oy (00)(3)

=1+ Az + AzAy
= f(1.1,1.2) ~ T;(1.1,1.2) = 1 + 0.1+ 0.1- 0.2 = 1.12
undf(0.9,1.3) ~ T4(0.9,1.3) = 1 — 0.1 — 0.1- 0.3 = 0.87.



2. Aufgabe

f'(z,y) = (0,0)
S(daz + 2y — 6,22 + 6y — 8) = (0,0)
&(12az — 2z = 10,2z + 6y = 8)
1 10 1 20

= g = Ta_. o =—-(8—
OF = a2 V=68 a2

).

Wir unterscheiden 2 Félle:
(i) @ = §: Dann besitzt f keine Extremalstellen.
(i) @ # &: Es existiert genau eine kritische Stelle (2q,%a) := (

121072))'

10
12a—27

(8-

[

e = (Y §) = Hileasa)

= det Hf(zqo, Yo) = 2400 — 4.

(iiA) Fiir o > 1 ist det Hy(zq,ya) > 0 und % > 0. Also liegt in diesem Fall
an der Stelle (4, Ys) ein Minimum vor.

(iiB) Fiir a < % ist det Hf(24,%a) < 0 und somit liegt an der Stelle (24, o)
ein Sattelpunkt vor.

3. Aufgabe
Kritische Stellen:
2(x —y) +2(z + 2y + 2)

grad,, . f = | —2(z —y) +4(z + 2y + 2) + 2y2°
2y%2
dr + 2y 44 '
= | 22 + 10y + 8 + 2yz? | = 0.
29%2
Aus 2%z = 0 folgt y = 0 oder z = 0. Falls y = 0 folgt aus der ersten Gleichung
xr = —1; die zweite Gleichung ist dann aber nicht mehr 16sbar. Falls z = 0,
erhalten wir z = y = —%. Also ist

2 2
('1:07 Yo, Zo) = (_57 _57 O)

die einzige kritische Stelle.

4 2 0
Hi(z,y,2) = |2 10+22% 4yz
0 4yz 29



N

2
0
0

—_

Hf(%,yo,zo) =12

o
vl O O

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristische Polynom py(¢) von

Hf(xo, Yo, 20)1

et — g)[(t )t —10) — 4] = 0
St — g)(zt2 — 14t +36) =0
@(t—%)(t—?—\/ﬁ)(t—7+\/1—3) = 0.

Damit sind alle Eigenwerte von H(zo, Yo, 20) positiv, also liegt an der Stelle
(%0, Yo, 20) €in Minimum vor.

Alternativ kann man aufgrund der Blockstruktur von Hy(zg, yo, 2o) sofort nach-
rechnen, dass H¢(zo, Yo, 20) positiv definit ist genau dann, wenn die Submatrix

~ 4 2

H = (2 10)
positiv definit ist. Letzteres ist wegen det H > 0 und H,, > 0 der Fall. (Also
gilt fiir alle (z,y) € R?

(z,y)H (2) >0und =0 g.d.w. (z,y) = (0,0).

Also folgt fiir alle (z,y, 2z) € R®
5 -~ (x 8
(z,y,2)Hg(xo0,90,20) | ¥ | = (x,y)H< ) + §z2 >0
z

und = 0 g.d.w. (z,y,2) = (0,0,0).)



Das Taylorpolynom zweiter Ordnung in diesem Punkt lautet:

5 5 9 9 1 4 2 0 Ax
Tf(——+A$,——+Ay,AZ):f(__,__,0)+_(A$7Ay’AZ) 210 0 Ay
3 3 33 2 8

0 O 9 Az

1 4Az 4+ 2Ay

= —(Az,Ay,Az) | 2Az 4+ 10Ay

2 BA
9 z

4
= 2Az? + 2AzxAy + 5Ay? + §Az2
4
(= Az® + (Az + Ay)® + 4Ay* + §Az2

An der letzten Umformung sieht man sehr schoén, dass die Funktionswerte in
der Umgebung von (zy, yo, 29) tatsichlich > 0 = f(zo, yo, 20) sind.)



Hausaufgaben

1. Aufgabe (5 Punkte)

3 2 2
1 —zr 2eY L ey Az
—(Az, A 4 ve
* 2( 7, A9) ( Lev' 2y /med’ + 41/2\/56‘”2) <A?J

N %(Am,Ay) <_0% g) (iﬁ

1 1
=14+ Az — Az + Ay?
+ 5 T 3 r” + Ay
:>f(1.1, —0.1) o~ Tf(l.l, —0.1) =14+ 0.05 —0.00125 + 0.01 = 1.05875.

2. Aufgabe (5 Punkte)
W (z,t) = cz?(50 — 22)te st
Berechnung der Kritischen Punkte

dex(25 — 22)te st (I)
cx?(50 — 2?)e~s (1 - i¢) ) (1)
Aus 1T folgt dann t = 0, £ = 0 oder z = +5. Laut Aufgabenstellung ist

nur z = 5 sinnvoll. Aus II folgt mit £ = 5, dass ¢ = 3. Damit lautet der
(interessante) kritische Punkt P = (5, 3). Es folgt

grad W(z,t) =0 = (

(100c¢ — 1261‘2)t6_ét (100cz — 4C$3)€_%t(1 — %t)
16—§t] :
3

Hy(z,t) = ce™
w(z,t) = ce ((100%_4%3)6—&( —3t) ca?(50 — z?)[—je it (1 - §t) — §

Wegen det(H,(P)) > 0 und W,,(P) < 0 ist P ein (lokales) Maximum.



3. Aufgabe (10 Punkte)
Das Notwendige Kriterium fiir die Existenz von Extremstellen lautet: grad; f =
0, d.h.

2z + 2y + 2
gradzf = | 2z +y2+y | =0.
4z

Als kritische Punkte ergeben sich damit

Fir das hinreichende Kriterium berechnen wir die Hessematrix

2 2 0
Hi(z,y,2) =2 2y+1 0
0 0 4
und damit ergibt sich
2 2 0
0 0 4
2 20
He(wy) =12 5 0
0 0 4

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p; von Hy(w;) sind die Eigen-
werte zu Hy(w;). Es gilt:

() =0
SA-9)[2-0)(-1-¢t)—4]=0
S@-t)(t* =t -6)=0

Sl -t)(Et-3)(t+2)=0.

Also hat Hy(w;) sowohl positive als auch negative Eigenwerte; ; ist also ein
Sattelpunkt.
Im Fall Hy(w,) wilen wir eine Strategie, die wir auch schon fiir H¢(w;) hétten
anwenden konnen. Aufgrund der Blockstruktur ist H¢(w,) positiv definit genau
dann wenn die Submatrix
2 2
%)

6



positiv definit ist. Letzteres ist der Fall, wegen

det<§ §>>0unde:2>0.

Also liegt an der Stelle wy ein Minimum vor.
Taylorpolynome:

1 2 2 0 Az

T(Az,—1+ Ay,Az) = f(0,-1,0) + -(Az,Ay,Az) [2 -1 0 Ay
2

0 0 4 Az

1 1 2Az + 2Ay
=5 + §(A$’ Ay, Az) | 2Az — Ay
4Az
1 2 Ly 2
=5 + Az® 4+ 2AzAy — EAy +2Az
1 2 20 Ax
Ti(=3+ Az,2+ Ay,Az) = f(—3,2,0) + -(Az,Ay,Az) |2 5 0 Ay
2
0 0 4 Az
8 1 2Az 4+ 2Ay
=9-12—-6+ -+ 2+ =(Az,Ay,Az) | 2Az + 5Ay
3 2 4Az

13 )
=3 + Az? + 2AzAy + §Ay2 +2A22
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1. Aufgabe

Der Gradient von f ist
grad f = (2 — 3y, —3x + 6y)".

Weiter ist grad f = 0 g.d.w. (z,y) = (0,0) =: (2, %)
Hessematrix:

_ 82
Hy(z,y) = (_23 3) — H(0,0), det H;(0,0) =3 >0, 8_33{ — 250,

Also liegt an der Stelle (0, 0) ein lokales Minimum vor.

(i) Das Innere von D ist D = (0,1) x (0,2). Wie eben berechnet liegen dort
keine Extrema vor. Der Rand 0D von D besteht aus vier Segmenten:

(a) y=0,0<z<1: f(z,0) = 22
Minimum: f(0,0) = 0; Maximum f(1,0) = 1.

(b) y=2,0<z<1:g(z):= f(z,2) = 2> — 6z + 12.
Kritischer Punkt von g: = 3. Aber (3,2) ¢ 0S. Bleiben als einzige
Kandidaten fiir ein Extremum:

F0,2) =12, f(1,2)=7.
() 5=0,0<y<2: f(0,y) =32

Diese Funktion hat im Innern (y € (0,2)) keine kritischen Punkte.
Die Randpunkte sind bereits ausgewertet.

1



(d) £=1,0<y<2:h(y) = f(1,y
Kritischer Punkt von h: y = % A
fiir ein Extremum:

) =1+ 3y* - 3y.
Iso ergibt sich als weiterer Kandidat

1 1

f(l,g)zz-

Die Randpunkte von h sind bereits ausgewertet.

Das globale Maximum auf 0D liegt also bei (0,2) und das globale Mini-
mum auf D bei (0,0).

(ii) (wo,y0) = (0,0) liegt im Innern von D und ist damit ein lokales Minimum.
Um die Extrempunkte auf dem Rand der Kreisscheibe zu bestimmen
schreiben wir die Nebenbedingung in der Form

gl y) =2 +y* —1=0
und 16sen das Gleichungssystem

_{ 2x—-3y\ _ _[(2Xz B
gradg,y) f = (_333 +6y> = Agrad(, g = (2 ) 9(z,y) =0.

Aus der 1. Zeile der 1. Gleichung erhalten wir y = 2z — 2z = 2z(1 - \);
in die 2. Zeile eingesetzt liefert

2
3421 2) = 2AZe(1- ) =0 2(X — 4A+ Z) —0.

Die Losung x = 0 liefert in die 1. Zeile eingesetzt y = 0 und der Punkt
(0,0) erfiillt die Randbedingung nicht. Wir untersuchen im folgenden die
Félle Ao =2+ %\/1—3 Dann ist y; 2 = —%(1 + %\/1—3)33 Mit z = 1 ist
1,2 = —2(1£ 1/13) und daher erfiillen die Punkte (1, —2 — 14/13) und
(1,—2% + £+/13) und alle skalaren Vielfachen die Gleichung

grad(m,y)f = )\grad(m,y)g

Um die Nebenbedingung g(z, y) = 0 zu erfiillen normieren wir die Punkte
und erhalten

1

1
Py 5 = £0.2226499 <_2 1 13) und P, = £0.7773501 <_2 41 /—13)
3 3

3 3

als Kandidaten fiir Extremstellen auf dem Rand der Kreisscheibe. Aus
f(P1’2) ~ 1.04 und f(P374) ~ 0.15

und der Kompaktheit des Definitionsbereichs von f folgt, dass in den
Punkten Py globale Maxima angenommen werden. Am Punkt (0, 0)
liegt das globale Minimum.



2. Aufgabe
Minimiere f(z,y) = >+ (y—1)? unter der Nebenbedingung g(z,y) = 22 —4y =

0.
(a)

Mit Hilfe der Nebenbedingung erhiilt man y = 722, Eingesetzt in f ergibt
das den Ausdruck z? + (322 — 1)® = (32?4 1)?, der bei = 0 minimal
wird. Damit ergibt sich (z,y) = (0,0) als Minimum von f unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 0.

Man erhélt 2?2 = 4y, und kann daher 4y + (y — 1) = (y + 1)? ohne
Nebenbedingungen minimieren. Das Minimum liegt offensichtlich bei y =
—1. Dazu existiert aber kein z € R mit 22 = —1. Mit y = —1 ergibt sich
also keine Losung des Optimierungsproblems.

Mit dem Lagrange-Ansatz ergibt sich die notwendige Bedingung

Vi(z,y) = (2(y2f 1)) _ )\ (2) — \Vg.

Zusammen mit der Nebenbedingung g(z,y) = 0 ergibt sich als einziger
kritischer Punkt der Punkt (z,y) = (0,0) aus (a), in diesem wird das
Minimum angenommen.

Der in (a) und (c) gefundene kritische Punkt ist wirklich die gesuchte Mini-
malstelle, wie man zum Beispiel am Verlauf der Héhenlinien von f erkennen

kann.

3. Aufgabe

Wir benutzen die aus dem Skript bekannten Rechenregeln. (Direkt geht es wohl
schneller!)

zy+yP +yt+1

grad(fg) = ggrad f+ fgradg =...= ¥ | 22 +xy® + 22+ 2y |,
322
div(fv) = fdive +gradf -7 = e™(2x + 2y + 2z + yz? — y® + xy? — 12?),
2z y z? — 92

rot(fv) = frotv + gradf x v = ™ 20 |+ | = | x| y?— 22

= ™Y

2y 0 22 — z?

2z + x2? — 2°
2z — yz? + yx?

2y + y3 — 22y — 2% + zy?



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)

a) Wir betrachten
4o — 4y
grad , ) f = (—4x N 4y> =0

Somit ist {(z,y) € R*> | z =y} die Menge aller kritischen Punkte.

Es gilt
4 —4
Hey f = (_4 4)

Da aber fiir alle (z,y) € R? gilt det(H ;) f) = 0, kommen wir so nicht weiter.
Es ist aber f(z,y) = 2(x — y)?, d.h. es gilt immer f(z,y) > 0 und f(z,y) =0
g.d.w. z = y. In all diesen Punkten wird das globale Minimum angenommen.

(i) Das Innere von D ist D = (0,1) x (—1,2). Wie eben berechnet liegen dort
Minimalstellen vor. Der Rand 0D von D besteht aus vier Segmenten:

(a) y=-1,0<z <1:gi(2):= fz,—1) =22 + 42 + 2.
Kritische Punkte: gi(z) = 0 g.d.w. z = —1 ¢ [0,1]. Damit ergeben
sich als Kandidaten fiir globale Extrema: f(0,—1) =2, f(1,-1) =
8.

(b) y=2,0<z<1:gy(x):= f(z,2) = 22% — 8z + 8.
Kritische Punkte: ¢gj(z) = 0 g.d.w. z = 2 ¢ [0,1]. Damit ergeben
sich als Kandidaten fiir globale Extrema: f(0,2) =8, f(1,2) = 2.

(c) z=0,-1<y<2: f(0,y) =2y
Es ergeben sich keine weiteren Kandidaten.

(d) 2=1,-1<y<2:g(y) = f(l,y) =2 — 4y + 2"
Kritische Punkte: g5(y) = 0 g.d.w. y = 1. Es ergibt sich aber kein
weiterer Kandidat.

Das globale Maximum wird auf 8D also in (1,—1) und (0,2) angenom-
men.
(ii) Nun betrachten wir die Nebenbedingung g(z,y) = 2% +24*> — 1 = 0.

Es ist grad,, g = (4z,4y) = 0 nur fiir (0,0). Aber da g(0,0) = —1 ist,
gibt es somit keine singuldren Punkten.

Nun l6sen wir das Gleichungssystem
dr — 4y = 4d)zx
—dr+4y = 4\y
222+ 2 -1 = 0

4



Falls A = 0 ist, bekommen wir x = y, was wie bereits gezeigt wurde
Minimalstellen sind

Falls X # 0 ist, erhalten wir durch die erste und zweite Gleichung x = —y.
Eingesetzt in die letzte Gleichung erhalten wir 422 — 1 = 0. Also sind
(L, 1) und (-1, 1) weitere mogliche Extremwerte.

2'7 2 212
Es ist
1 1
2 -2) = 9
£Go—3)
11
f(_§7§) =

Da D abgeschlossen und beschrankt ist, nimmt f seine Extremwerte an.
Somit sind (3, —1) und (=3, 1) Stellen an denen das globale Maximum
angenommen wird.

2. Aufgabe (6 Punkte)
Ein Kreiszylinder mit Grundfliche vom Radius r und Hohe 2z hat das Volu-
men V(r,h) = r’rz. Der Flicheninhalt der Grundfliche ist g = r?m, der der
Mantefliche h = 2rmz. Wir formulieren also die Extremwertaufgabe:

Minimiere ¢;g + coh

unter der Nebenbedingung

g=nr?, h=2mrz, wriz=V,.
Die Variablen g und h lassen sich natiirlich eliminieren, so dass wir das verein-
fachte Problem
Minimiere ¢;wr? + 2¢y7r2

unter der Nebenbedingung
iz =V

erhalten. Im Fall V5 = 0 sind die Produktionskosten natiirlich 0. Also diirfen
wir Vo > 0 annehmen, was r > 0 und z > 0 impliziert. Aus der Nebenbedingung

folgt z = % Die Aufgabe lautet also: Minimiere die Funktion

1% 2¢5 V.
f(r) =cimr® + 2027rr—02 = cymr? + 2270
Tr T
Wir bestimmen zunéchst die kritischen Punkte:
2¢5V;
fi(r) =2c1mr — 22 ‘loe anrd = ¢V
T

5



Daraus ergibt sich die Losung ry = (CzVO) Weiter gilt f"(r) = 2¢;m + 402‘/0,
also f"(rg) > 0. Daher ist 7o tatsichlich eine Minimalstelle.

Als optimale Parameter ergeben sich also gy = w(cgl‘:ro) = w%(ciYO)g,
c2 _ C1T 1
ho = 2m(2%2)s WEATY = 2V (am).
C17|'
3. Aufgabe (6 Punkte)
Gegeben

f(z,y,2) = zysin z,
g(z,y,2) = V1+ 22+ zcosy,

T +y2
v(z,y,z) = | sinz
x? +vy

Es ergibt sich:

ysin z
grad f = | zsinz |,
TYCos 2
cosy
grad g=|—=<x sin y

__Z
1422

divv =1,
1 —cosz
rot ¥ = —2z ,
—2y
div(f7) = (grad f) - ¥ + fdiv ¥ = 2zysin z + y®sin z + zsin® 2 + 2*y cos z + zy* cos z,

Y

23 sin z + 2zy sin z — 2zy cos 2 sin z
rot(fv) = (grad f) x ¥+ f rot ¥ = | 2%y cos 2z + zy3 cos z — 3r?ysin z — y?sin 2
ysin? z — z%sin 2 — 3zy?sin z
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1. Aufgabe
a)

Das eingezeichnete Rad wiirde sich z.B. im mathematisch positivem Sinn dre-

z
hen und die Achse wiirde in Richtung [ 0 stehen (vgl. Skript).
x
Formelmaéssig ergibt sich
Oy 0 0—(—22) z
rotv=Vxv= |9, | xc|[rP—(2*+2%) ]| =c 0-0 =2c|0
0. 0 0— (—2x) x



b) Die Volumenverzerrung wird durch die Divergenz des Stromungsfeldes be-
schrieben. Diese berechnet sich geméss

O 0
divo=V o= (9, | - [mP?—-(@*+2*) | =0+0+0=0.
0, 0

¢) Analog wie in b) miissen wir nun divo mit o = f7 und f(z,y,2) = e ¥
berechnen, d.h.

V3=V -(f0)=Vf o+ fdivd
0
(ey).c r2—(@®+2%) | +f-0

d) Es gilt:
n = —div(p?¥) = =Vp -7 — pdivt
2z 0
=—|2ty—1) | -c|r?=(2®2+22) | —f-0
2z 0

=2c(1 —y)(r* — (2% + 2%)).

Damit verschwindet die instantante Dichteverdnderung in den Punkten auf
dem Rand der Rohre {z? + 2?2 = 1} sowie in der Querschnittsebene {y = 1}.

2. Aufgabe

a) Es ist divrot v = 0 fiir jedes Vektorfeld 7: R® — R3 mit stetigen 2.ten
partiellen Ableitungen (s. Aufgabe 1 b) der Tutoriumsvorschlége).

b) Nicht definiert, da rotw ein Vektorfeld ist.

c) Au = 0; folglich ist grad Au der Nullvektor.

3. Aufgabe
Aus f(Z,t) = t_%exp(—%) folgt:

of 3 s 72 sy 1 |Z)?
¢ 2y 4t — Bl I
or = gt ceap(=p ) HT A g ean(=0)
= L Seap(— 22 — 6y
I



und

2r_ 0 (1 a1
) _ Lt HGE
dz?  Ox; ( 9 2z;exp( 1t )
-5 Ei§ 1,7 4 |Z|?
= 5t rewp(= o) + gt wieap(— )
1 =12
=1 gef’f’p(—%)(ﬂc? — 2t)
Also folgt
3
0? 1 - Eik of
Za_x? = Zt 2exp(—g)(x% —I—a:g + x§ — 6t) — E

4. Aufgabe

(i) Da R3 offen und konvex ist, sind die notwendigen Kriterien bereits hin-
reichende Kriterien (Satz 89 und Satz 92). Da ¢ wirbelfrei ist, also

9(3z%—322)  O(—6zy)

821/ 0z
rot ¢ = 0(3z%—3y°+6xz)  9(322—-32%) | _

0z ox
(@,2) O(=6zy)  9(3z%—3y>*+6x2)
ox oy

o O O

besitzt ¥ ein (globales) Potential. Da @ quellenfrei ist, also

9(322 — 3y> + 6 d(—6 9(32? — 322
div(sy ) T = (827 = 3y" +6zz) | O(—6zy) | O(a" —37) _

ox dy 0z

besitzt ¢ ein (globales) Vektorpotential.

(ii) Gesucht ist eine differenzierbare Funktion v mit grad u = —4. Integration
der ersten Koordinate liefert u(z,y,z) = —z® + 3y*z — 322z + h(y, 2)
mit einer differenzierbaren Funktion h: R? — R. Die zweite Koordinate
zeigt, dass h nicht von y abhéngt, mit der dritten bekommt man h(y, z) =
22+ C, C € R konstant. Also ist jedes Potential gegeben durch

u(z,y, 2) = =322 + 2° + 3wy* — 2° + C.

Man berechnet direkt Au(x,y, z) = (3277; + 32712‘ + %) (z,y,2) = =62 —
6z 4+ 6z + 62 = 0 oder Au = divgradu = — divv = 0, also ist u harmo-
nisch.



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)
Wir bezeichnen die Ableitung von f mit f’. Aus der Kettenregel folgt:

AF — Z(‘)QF 62

n

(k;f (< k, 7> wt)) _oF <wf’(< k> —wt))

< O ot

= Zkff”(< ki > —wt) + (< kT > —wt)
=1

= 22 f"(< k, & > —wt)
Also erfiillt F' die Gleichung.

a)
2 2
0 f 0 T
A pu— pummy —_—
/ — Jz? ; 0z (x% +x%)
B 2+ 22— 222 i+ i —22 B
(et ) (el+af)?
b)

>
~
I

i N
63:]; = Z o (—xl(ajf + 22 + x%)‘%)
i i=1 "

(—(2? + 22+ 22) 7% + 322(2? + 22 + 22) 7 ?)

M- 11+

1

()

— 3@l 42l +ad) 3@+ k4 ad) (2P 2k +a2) ) =0
c)
0*u , )
w(x, t) = cCif'(x — ct) — cCog'(x + ct)
= A(O1f"(x — ct) + Cog" (v + ct)
Andererseits gilt:
o 9] ) ,
028_;; = 02% (C1f'(x —ct) + Cog'(x + ct))
= A(C1f"(x — ct) + Cog"(x + ct)).
2. Aufgabe (6 Punkte)



b)

b)
c)

Es ist rot grad f = 0 fiir jede Funktion f: R* — R mit stetigen 2.ten
partiellen Ableitungen (s. Aufgabe 1 a) der Tutoriumsvorschléage).

Nicht definiert, da div (& — u¥) ein Skalarfeld ist.

(rotrot ¥)(z,y,2) = (graddivid — A?)(z,y,z) = grad(0) — (2,0,0)" =
(—2,0,0)7.

3. Aufgabe (6 Punkte)

(i)

Da R3 konvex und offen ist, ist hinreichend fiir die Existenz eines Poten-
tials fiir ¢, dass rot v = 0 ist. Wegen

vz _ vy
o5
7y — V1 U3

rot U= 2 o (x,y, 2)
(%,y,2) OJvg _ Ovuy
ox Jy

—xsin(xy) — (—xsin(zy))
_ —ysin(zy) — (—ysin(zy))
(—zsin(zy))+(—zyz cos(zy)) — (—z sin(zy)) — (—zyz cos(zy))

—

= 0
hat ¥ ein (globales) Potential.
Gesucht ist eine Funktion u : R?* — R mit gradu = —7.

Aus g—;(x,y, z) = yzsin(zy) folgt u(x,y,z) = —zcos(zy) + ¢(y, z) mit

eAinem differenzierbaren ¢. Nun soll g—”;(x,y,z) = zzsin(zy) — y gelten.
us

ou B ) e B ) B
S @.2) = wzsin(ay) + (9. 2) = wzsinay) ~y

folgt, dass g—i(y, z) = —yist, also ¢(y, z) = —1y>+1(z), ¢ differenzierbar.
Damit haben wir bisher u(z,y, z) = —z cos(zy) — 3y* + ().
Des Weiteren soll g—;‘(a:, y,z) = —cos(zy) — 2° gelten, also

0 0

G—Z(x, y,z) = —cos(zy) + a—f(z) = —cos(zy) — 2° .
Somit ist 2% (z) = —2z°, also ist 1(2) = —L2%+c fiir ein beliebig wiihlbares
ceR.

Somit haben alle Potentiale von ¢’ die Form —z cos(zy) — %yz — %z6 +c
mit ¢ € R.
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) Losungsskizzen zur
9. Ubung Analysis II fiir Ingenieure

(Andere Koordinaten, Parametrisierungen, Kurvenintegrale)

Tutoriumsvorschliage

1. Aufgabe
Direkt:

3

(1172 —I—y2 i 22)—% - xQ(xQ +y2 +22)—§)

>
S
I

_3
2

—zy(z® + y* + 2%

C&'

+ o+
S’lmé’lwglm
/-\ AA

)
—zz(2® +y° + 2°) 5)

3

—z(2® +y? + 287 = 2z(2® + P+ 27)”
— x4 2D+ 3t (P 4 P+ )
2(2® + 7+ 2277 + 30222+ P + 2%)
= bu(a® + 2+ 2% 2 4+ 30 + 2+ ) (P + P+ 272
= 2x(2* +y* 4+ 22)”

5

+32% (2% + P + 2%) 2

w\m m\cn w\w

3
2
3
2,

Mit Kugelkoordinaten: Es gilt:

u(r, ¢,0) = cos psin b,



also

Pu  20u 1 % 1 O(sin 0%)
S +

or?2  rodr  r?2sinf0¢?>  r?sinf 00

1 O(sinf cos ¢ cosh)

Au =

:O+0_rzsin20COS¢Sin9+r2sin6 00
_ cos¢ G(Sinecose)_l

~ r2ginf 00

Cese Lo,

= ZTamd (Cos f — sin“ 0 — cos” 6 — sin (9)

2
= —— cos¢psinf
”

(= —2x(2® + y? + 2%)72.)

2. Aufgabe

a) Kreis in der uy—Ebene um den Ursprung: u =r cost, y =rsint

u  Winkelhalbierende zwischen z—Achse und z—Achse: z = \% und

z = 75
: 24 — 3 : 3
folglich  (t) = (4+ 5 cost, 4+ 3sint, 44 25 cost), ¢ € [0,2n]
b)
4sint cos(arctan(2))

ct) = | 4sintsin(arctan(2)) |, t € 0,27
4cost

3. Aufgabe

i) ¥ hat kein Potential.

1 (3t + et 2
vds = et 1| dt
z 0 t et

1 1
—/6t+3et—|—tetdt—3+3(e—1)+[tet](1)—/etdt
0 0

=3+3e—-1)+e—(e—1)=3e+1



ii) Potential: ®(z,y,z) = —e¥sinx — 3yz?. Da die Kurve geschlossen ist,

folgt
/ Fds = 0.

4. Aufgabe

Hier ist

5(t) _ (—sint—Qsintcost)

cost — sin®t + cos? t
und
. 1
C(t)| = (sin®t + cos®t + 2 cos t(sin? ¢ + cos® t) + (sin® + cos?)?)? = v2/1 + cost.
Mit 1+ cost = 2cos?(%) folgt fiir die Bogenléinge der Kardioide
2m 2 ™
L= /1ds = / V2y/1 + cost dt = 2/ |cos(%)|dt = 4/ cos (%) dt
z 0 0 0

= 8sin(L)| =8.

0

Eine kurze Rechnung zeigt f(c(t)) = 1 + cost. Daher ist

[de:/O”f(g(t))|é(t)|dt:2/0F(1+COSt)|COS(%)|dt:4/WCOS2(%)|COS(%)|dt

=]

= 8/ cos?(%) cos(%) dt = 8/ cos(%) dt — 8/ sin®(%) cos (%) dt
0 0 0
) T 16 ™ 32

= 1681n(%) iy smg(%) 0: 3




Hausaufgaben

1. Aufgabe (4 Punkte)
Es ist
u(p, ¢, z) = zpcos psin ¢,
also
Au—@+la_u+i@+@
COp* pdp P20 02
z z 0
=0+ Zcospsing + == (cos®> ¢ —sin® @) + 0
; 6455 (cos? 6 —sin* )
= +% cos ¢ sin ¢ + ;(—2008¢sin¢ — 2cos ¢sin @)
= —3E cos ¢ sin ¢
p
2. Aufgabe (6 Punkte)

(a) Die Schnittlinie von S? mit P ist ein zur zy-Ebene paralleler Kreis mit
Mittelpunkt auf der z-Achse. Ein Punkt (z,y,2)" € S% muss 22? = 1 erfiillen,
damit er zu P gehort. Der Mittelpunkt des Schnittkreises ist daher (0,0, z9) ",
Zo = \%, und der Radius ist ebenfalls z5. Also wahlen wir

2o cos(2mt)

ét) = | zosin(2nt) |, t e 0,1].
(b) Hier ist
a(t) = (eﬁ) L telo],

eine mogliche Parametrisierung.
(c) Fiir

C= {(x,y)T c R2‘4(a:— 12+ (y—3)% = 16}

erhalten wir die Parametrisierung

0= (5L Tomy) 100



3. Aufgabe (6 Punkte)

i) Potential: ®(z,y) = —zy + %

Jro-of0)-<()-

ii) ¢ hat kein Potential.

or fcost+sint —cost
/Uds—/ —cost —sint | dt
T 0 1 1

2 27
/ 1—cos2tdt:/ sintdt =
0 0

4. Aufgabe (4 Punkte)

a) Esist ¢(t) = —e™"((cos(t),sin(t))T—(—sin(t), cos(t))T), und somit [¢*(¢)| =
2-e72 d.h. |é(t)| = v2e~t. Folglich ergibt sich als Linge der Spirale

L(c) = /Oo ¢|(t)dt = \/5/00 e~tdt = V2.
b) Mit F(c(t)) = e 2 ist

/CF(S)W - /OOO F(e(t))|é|(t)dt = \/5/000 e e~tdt = */?5
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) Losungsskizzen zur
10. Ubung Analysis II fiir Ingenieure

(Mehrdimensionale Integration)

Tutoriumsvorschlage

1. Aufgabe

Es ist

[2y+1 }4 16

In2 _y3:E_

b)
2 pl 2 1 2
//(2—;vy)d:vdy:/ (22 — 32%y] dy = [2y — 3v°]; = 3
0 Jo 0

c)
1 2 2 1
/ /(2—$y)dyd:v: // (2—xy)dydm:/ /(2—my)dmdyz3,
00 (0,1]x[0,2] 00

wobei die letzte Gleichheit aus Teil b) folgt.

2 3 Y 9 2
/ / / g2y <z3 — 22*2 + —7z — —7> cosydrdydz
1 2 1/y 2 4 8
3 y 2
:/ / / e* Y(z — 3/2)* cosy dz dz dy
2 JiyJi

3 ry
:/ / Odxdy =0,
2 1/y

d)



wobei die vorletzte Gleichheit aus der Symmetrie des z-Integranden um
3/2 folgt.

2. Aufgabe

Die beschriebene Menge @ lisst sich als Punktmenge in R® unterhalb eines
Funktionsgraphen z = f(z,y) mit (z,y) € F C R? fiir einen Bereich F dar-
stellen. F' ist die Projektion von @ auf die (z,y)-Ebene d.h.

F=Qn{z=0}={(z,y)[z 20,y = 0,3z + 4y < 12}
Mit der Funktion f(z,y) = 2224 st
={2,9,2>0[0< 2 < f(z,9), (z,y) € F} CR®
und folglich gilt
IR
F
F als Bereich in Standardform dargestelllt ist

12 — 3z
)

F={(z,y) |z €[0,4],y € [0,

und wir kénnen integrieren

//fxydydx_// 12—3x 4ydd

4

3 Ry 3 3

_(6 Ex)y y} /[6 —.Z' )(3 Zm) (3 Zm) dzx
0

/
i 4

9 9 1 4 1 4
— x4 — = 1—-2)%de=-9-(1--2)} =12
9 2x+16x]dx 9/( 43[:) dz 93( )

0

Die Menge @ ist ein Tetraeder mit Grundfliche F' und Hohe h = 6 (im Punkte
(x,y,2) = (0,0,6)). Das Dreieck F ist rechtwinklig mit den Seitenléngen 4 und
3 folglich berechnet sich mit der Pyramidenformel V(Q) = 3 -(5-3-4)-6 = 12.

3. Aufgabe



Sei (zg,ys) der Schwerpunkt des Dreiecks D. Dann gilt

[[ zdzdy

b

[ 1dzdy
D

[[ ydzdy
D

Ys = [[ ldzdy
D

Ts und

Es ist
4 %m
// ldzdy :/ / 1ldydx = 6
0o Jo
D
und
4 p3g 44
// xdxdy :/ / xdydx :/ “z?dr = 16,
o Jo o 4
D
4 pi3g 4.9
// xdxdy :/ / ydydz :/ —z?dx = 6,
£ 0o Jo 0 32

also (zs,ys) = (3,1).



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)

(i)

/1 2 /3 yatdyds = / / ya' dady
)=
/
8

= — 1dy
“In2
(i)
3w 3
/ / 22 sin ydzdy = / —| sinydy
T 0
/ sin ydy
(iii)
1 pltz? 1 1 y=1+z2
/ / rydydx :/ —zy? dx
0 T 0 2 y=x

1! 11
25/0 r+2*+2Pde = = 52
(iv)
1 e® % 1 e® 1 Z:%
/ / / eY*dzdydr = / / —e¥* dydzx
0 J1 2 o J1 Y sz

1 e® 1 ’
:/ / —(e — e")dydz
o J1 Y
1 y=e®
:/ (e —e®)Iny
0

y=1
1
:/ (e — e")zdx
0

—° 4
2

dz




2. Aufgabe (4 Punkte)
Gesucht ist der Wert des Bereichsintegrals

J[[ 1dsdya:

Das lasst sich auf mehrere Weise berechnen. Die einfachste Methode ist, die
Menge M als Bereich darzustellen geméfs

M={(z,y,2) eR¥|y e [~ 1],z € [-/1— 2, /1 — 92,2 € [-/1 — 42, /1 — 9]}

Somit gilt
1 py/1-y2 pa/1-92
/// 1dxdydz:/ / / 1dxdzdy
M —1 _‘/1_y2 _ /1_y2
1 v 1-y2
:/ / 24/1 — y2dzdy
1/ /192
! 2, 16
=4[ 1-y)dy=4+2-2)= "+
/1( yldy=4x(2-3) =~

FEine weitaus kompliziertere Variante zur Berechung dieses Integrals stellt den
Bereich M dar als

M = {(z,y,2)|z € [-1,1],y € [-V1—22,V1—22],2 € [—\/1—y2,\/1—y2]}.

Es sei M, der Teil von M im ersten Oktanten, dann gilt (wegen der Symme-
trie der Menge M bzgl. Spiegelung an den Koordinatenachsen) Vol(M) = 8
Vol(M, ) und wir berechnen

1 V122 \1-y2
Vol(M,) = /// 1dzdydz :/ / / ldzdydz
o Jo 0
My

1 V1—z2
= / v 1 — y2dydx
0
1

0
1 y=+v1-x2
:—/ [y 1—y2—arcc0sy” dx

0

2 y=0
1 1
=3 / [\/ 1 — 22z — arccos(V1 — 22) + g} dz
0

Der Wert des letzten Integrals ist 7, fiir das erste Integral berechnet man z.B.
mit der Substitution z = cos(t)

0
1 1
/costsin t(—sint)dt = gsin?’ﬂo/2 =3

w/2



(Alternativ kann man auch bemerken, dass —1(1 — z?)*/2 eine Stammfunktion
von x+/1 — z2 ist, was natiirlich zu demselben Ergebnis fiihrt.)

Das zweite Integral ergibt mit der Substitution £ = sint den Wert
w/2
/tcostdt — (tsint +cost) [f/2 =n/2 - 1
0

und folglich

Vol(M.) = % <% /2414 g) — ; ~ Vol(M) = ?
3. Aufgabe (8 Punkte)

(a) (1,4), (2,2) und (\/g, 2) sind die Schnittpunkte der drei Kurven. M ist
gegeben durch

1 4
MZ{(x,y)l\[gﬁxS%yZZySE,y§4x2}

1 4
Z{(w,y)l\/;ﬁxé1,2§y§4m2}U{(w,y)I1§w§2,2§y§—}-
X

Es folgt:

1 422 2 p2
1dmdy:/ / 1dyd:c+/ / ldydx
// NEXS: 1 J2
1 2y

’ :/ 1(4x2—2)dx+/1 (7 —2)dz

2

4 1 2
= (§x3 — 2x)‘\/g—|—(4 Inz —2z)|,
—4(1— ! ) —2+vV2+4(In2 1 1)—4+2——8+41 24va 2!
=3 7 n n =3 n 375
~ 1.99
(b) Sei (zs,ys) der Schwerpunkt von M. Dann gilt
[[ zdzdy
Tg =X und
[ 1dzdy
M
[[ ydzdy
M

ys :ff ldzdy’
M



Es ist

/ / zdzdy = / / . zdydz + / / rdydz
:/\/;xy‘2 daH—/l

/\;T(élx?’ — 2z)dx + /12(4 — 2z)dz

= (z* - x2)‘1\/g+(4x — xQ)E

1 1
1- g~ 1+ +8-4- 4+1—5

/ / ydzrdy = / / ydydz + / / ydydz
1 1 4
== / ‘ do 4 - / y? : dz

2 )5’ 2)x

gA;Mﬁ—qu+2[1fv—nd

1 2

2

4 2
=2( x—m‘\/— m)‘l
8 1 1 13 4

= — 14 ——-4+8— 4+2——+—

5 5v2 V2 5v/2
~ 3.17

also (zg,ys) =~ (0.63,1.59).
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) Losungsskizzen zur
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(Integral-Transformationssatz in R")

Tutoriumsvorschlage

1. Aufgabe

Die Menge M ist ein abgeschlossenes “Tortenstiick” mit einem Innenwinkel
von arctan(v/3) = /3, das aus einer gelochten Torte vom Innenradius 1, Au-
fsenradius 2 und der Héhe 2 herausgeschnitten wurde. In Zylinderkoordinaten
f(p,¢,2) = (pcos(¢), psin(p), z) ist M also die Menge aller Vektoren (p, ¢, z)
in R® mit

pell,2, pe [o,g], 0<2<2.

Damit ergibt sich fiir das Volumen

V(M):///va
T2 2
:/0/1/0 pdz dp dg
:/031d¢ /12pdp/021dz
2

™

3
=—-—-2=m.
3 2

2. Aufgabe

(i) Wir verwenden die Transformation
x = ar cos ¢sin 6
y = brsin¢sing

z =crcosf



mit r € [0,1], ¢ € [0,2x], 6 € [0, n]. Unter Verwendung der dreidimensio-
nalen Transformationsformel (und der Annahme, dass a,b,c > 0) folgt
dann

IT,

///EldV:/Ol /02”/07r det (Egg(r%zg)) dodgdr

r

1 2w ™ 33( ¢a9)
= abc/o /0 /O det (g,ET, ZZ: zg) dfdedr

S~

~ -

r,

—abc/ / / 2 sin OdOd¢dr

= —7rabc
3

az'(r, ¢,0)
det | by (r, &, 9) d9dedr

I s [ [ e (5
— abe / / 7 / re " sin 0d0dpdr

= 4mabe [——e " }
2

0

1
= 2mabe(1l — g)

3. Aufgabe
In Polarkoordinaten <$> = (p C9S ¢> ist & beschrieben durch
Yy psin ¢
p(8) cos 6 )
(Seems ) sepm

mit p(¢) = (1+cos ¢). Die von ¢ eingeschlossene Fliche ist in Polarkoordinaten
gegeben durch F := {(p, ¢) € [0,00[x[0,27[|p < p(¢)}. Das Flachenelement



ist dedy = pdpd¢, also folgt

27 1+cos¢
// 1dmdy:/ / pdpdgo
F o Jo

2m
= 1/0 (1 + cos ¢)*d¢

— _/%(1 +2cos ¢ + cos® ¢)d¢
0

N = N~ DN~

2w 1 1
/0 (1+2cos¢+ 3 + 3 cos(2¢))d¢

2

= ﬂd¢

3 1
2sin ¢ + ~¢ + ~ sin(2
[ sin ¢ 2¢ 4s1n( o) 0

3
(0—|—37T+0):§7T



Hausaufgaben

1. Aufgabe (8 Punkte)
(i) In Polarkoordinaten <$> = (pC?S ¢> folgt
Yy psin ¢
\/5 27
// 1dxdy:/ / pdodp
K 0 0
= 27.

(ii) Die Menge G ist der Kreis K mit Radius v/2 aus dem das offene Quadrat
Q =] — 1,1 entfernt wurde. Also gilt

// (2% + y*) dedy = / (2% + v°) dedy — / (z® + y*) dzdy.
G K Q

Fiir das zweite Integral erhélt man

1 1
//:v + 92 dmdy—/ / 2ty dmdy—Q/ / y2dxdy:4/ y* dy
—1J-1 -1 -1
v=1 8
3 —1 3

Fiir das erste Integral benutzen wir wieder Polarkoordinaten. Also folgt:

V2 2m 1 p=v2
/ (z? + y*) dedy = / / p*dodp = |:—7Tp4:| = .
K o Jo 2 =0

Also erhalt man 8
/(x2 +y*) dzdy = 21 — —.
c 3

2. Aufgabe (6 Punkte)

Lop2m ™ or2gin 6
. 2)dzdydz = 6 do d
//Bf(a?yZ)xyz /o/o/ol+r2 pdr
:2/1/271' T2
0o Jo 1

! 1
:47r/(1— dr
0 1472

= 47 (1 — arctan(1)).




3. Aufgabe (6 Punkte)
Die angegebene Menge M stellt einen um die z-Achse rotierenden Zylinder der
Hohe 1 dar. Die Grundfliche liegt in der zy-Ebene. Bei festem z ergeben sich
als Querschnitt Kreise mit dem Radius 1. Unter Verwendung von Zylinderko-

ordinaten
7 COS

T
y| = |rsing
z z

mit Volumenelement dxdydz = r dpdrdz erhalten wir:

drdydz

2

41
1
r dpdrdz
1/0/0/ VZ\/12cos? ¢ + r2sin? o

4 1

3

z_% drdz

[l
Y
—
o"\
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(Oberflachen- und Flussintegrale)

Tutoriumsvorschlige

1. Aufgabe

Die Parametrisierung der Wendelfldche ist in der Aufgabenstellung gegeben.
Alle notwendigen Grofen zur Oberflichenberechnung sind:

Cos ¢ —7rsin @ sin ¢
v, (1, @) = sing |, ve(r,¢) = 7 COS ¢ , Up X Uy = | cOS@
0 1 r

Damit ergibt sich ||v, X v4|| = /1 + 72 und die Oberflaiche der Wendelfléche
kann ausgerechnet werden:

2 57
O://"UTXU¢“d¢dT:/ md?‘dgf)
S o Jo

Dieses Integral kann mittels der Substitution » = sinh ¢ gel6st werden. Es ergibt
sich damit als Gesamtoberfléche

0= gw (2\/3+1n(2+\/5)) .

2. Aufgabe

a) Der Rand von B besteht aus drei Teilfldchen:

dem Mantel M = {(z,y,2): >+ 22 =9, -2 < z < 4},



der Seitenfliche Dy = {z,y,2): y* + 22 <9, z = —2} und

der Seitenfliche Dy = {(z,y,2): y* + 22 <9, = = 4}.

T t
Die Parametrisierung Y = T COS ergibt:
z rsin @
T t
M:| y | =k(t,o)=1] 3cosp | 0<p<2m —2<t<4,
z 3sin ¢
T —2
Di: |y |=lrp)=]| rcosp | 0<p<2m, 0<7r <3,
z rsin @
T 4
Dy: | y | =h(r,p)=| rcosgp 0<p<2m, 0<r<3.
z 7 sin @

Fiir den Normalenvektor ergibt sich fiir die Punkte auf M:

1 0 0
i(r, o, t) =k x 1%}0 =10 X —3singp | = —3cosp |,
0 3cosp —3sinp
fir Punkte auf Dy
0 0 T
i(r,p,t) =1, ><l:0: cosp | X —rsing | =1 0
sin @ T COS ¢ 0
und fiir Punkte auf D, :
0 0 T
i(r,o,t) = hy x ﬁp = | cosy X —rsing | =1 0
sin @ T COS 0

Das Integral ber 0B muss in die drei Randbereiche M, Dy, Dy zerlegt
werden:

JJ1dO=[[1dO+ [[1dO+ [[1dO =



27 4 0 27 3 r 27 3 r

[ —3cos(ip) dtde+[ [|| 0O drde+[[|] 0 dr dp =
0“2 |\ —3sin(p) 00|\ 0 00 [\ 0

27 3

[[ z(y®*+ 2% dO+ [[ z(y*+ 2% dO—i—ff z(y? + 2%) dO =

M D,

21 4 0 21 3 T 21 3 r

[ ] 9|l —3cos(p) dt de+ [ [—2r*|| 0 drde+ [ [4r*|| 0O dr dp =
0 -2 —3sin(p) 00 0 00 0

27 4 27 3 27 3

[ [ 2t dtde + ff —2r3%dr dp + ff 4r3dr dp = 4057

0 2

3. Aufgabe

Es entsteht eine Rotationsflache iiber der (z, z)-Ebene, die wir wie {iblich pa-
rametrisieren konnen mit

7 COS ¢
@:[0,1] % [0,2a] = R%  (r,¢) = | h(r)

rsin ¢

wobei hier h(r) = 2. Die Richtungsableitungen berechen sich als

cos ¢ r(— sin ¢)
Oy = | B'(r) | und 0,u = 0 ,
sin ¢ T COS ¢
so dass
h'(r) cos ¢
Oy X Ogti = —1 -1
h'(r) sin ¢
Das Flussintegral berechnet sich also geméss
o —r2cos? ¢ —2r2 cos ¢
//v do = / / T cos¢51n o1 - r dodr = 0,
—r2sin? ¢ —2r%sin ¢



denn nach Ausfithrung des Skalarproduktes entsteht eine Summe von Termen,
in denen jeweils mindestens eine der beiden Funktionen sin und cos in ungerad-
zahliger Potenz enthalten ist. Bei der Integration bzgl. ¢ liber die volle Periode
[0, 27] ergeben diese Integrale aber jeweils den Wert null.

Bemerkung: Mit der Spatproduktformel und demselben Argument erhalt
man ebenso

1 pon 72 —r2cos?¢ cos¢ —rsing
//17 dO = / / det | r3cosdsing  2r 0 dodr =0,
5 o Jo r2 —r?sin?¢ sing rcos¢

denn bei der Berechnung der Determinante entstehen nur Summanden in denen
mindestens cos oder sin in einer ungeraden Potenz auftritt.



Hausaufgaben
1. Aufgabe (8 Punkte)
a) Der Rand von B besteht aus:
dem Mantel M = {(z,y,2): Vo2 +22=4— 1z, 2 <z <4} und

der Seitenfliche D = {z,y,2): Va2 + 22 < 2,z = 2}.

Parametrisierungen:
x
M:| y | =k(t,p)=| (4—t)cosp | 0<p<2m 2<t<4,
z (4 —t)singp
z 2
D:|l vy :_(T,QO): 7 COS 0<p<2m, 0<r<2.
z rsin @

Fir den Normalenvektor erhalt man fiir Punkte auf M :

1 0

(o, t) = ky x 10: —cosp | X —(4—t)singp

—sinp (4 —t)cos

1
=({t—4)| cose |,
sin ¢
fiir Punkte auf D :
0 0 T

i(r,p) =1, xl, = | cose X —rsinp | =10

sin @ 7 COS 0

b) [ 1dO= [[ 1dO+ [[1dO =

OB

21 4 1 27 2 r

[[ 1 @E—4)] cosp dtde+ [ [ 0 dr dp =
0 2 sin 00 0



7[4 —t\/_dtdg0+7rf2rdrdgo—2\/_7r(8 6) + 4r = 4w (1 + 1/2).

2

//(4—x—y2—z2)dO://(4—x—y2—22)d0+//(4—x—y2—22)d0

:/0%/24(4—75—(4—t)2)(4—t)\/§dtdgo+7r/2(2—TQ)Tdego

2

:2\/%/( — 11#* + 40t — 48) dt+27r/ (2r —7?)

2

(=

0

11
= 2/27(60 — 556 + 240 — 96) + 0

4
-3
2. Aufgabe (6 Punkte)
Eine Parametrisierung der Rotationsfliache ist:
T COS
u(r,p)=| rsing | mt0<p <27, 0<r<1.
NG

Das Flussintegral kann man nun streng genommen nur bis auf das Vorzeichen
bestimmen. Bzgl. des Korpers K := {(z,y,2)]z = 1 — Vt,22 + 3> < t%,t €
[0,1]}, den man sofort aus S enthélt, zeigt @, X @, nach auken. Wir erhalten



damit:

27
//v do = / /17 (U X Uy,) drdy

r? —i— 2r? cos<psm<p Cos ¢ —rsin @
T sin ¢ . sing | x | rcosy drdp
1
G 0
1+2cosgosm<p) ST cos
r sin @ . % rsinp | drdy
T

27
1 1
/ / <§ % cos<p+2cos <psm(p) + §Sin2 <p(r% _TQ) —l—r3> dr do

1 2 1 1
:/0 (7 cos ¢ + 2 cos® gos1n<p)+§sin2<p(g—§)+z> do

0+1+/2’f1 p 1 1[1 1 e
= —Tr — SIn = T — — SIn © COS
20309“023022"090
8
= —TT.
15

3. Aufgabe

Die Parametrisierung der Fliche ist vorgegeben. Die Ableitungen sind:

2s 0
Us(s,t) = —t |, W(s,t)=1 —s |,
0 t
—5s2 25 0
(i) - (s ¥ Uy) =det | —st —t —s | =9t%s?
-2 0 ¢

Das Flussintegral ist dann

// //932t2dtds—3/ Sds %-(26—0):32.
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1. Aufgabe
Nach dem Satz von Gaufs konnen wir ebenso die Divergenz des Vektorfeldes o
iiber den Einheitswiirfel @) integrieren. Fiir die Divergenz berechnet man

div ¥(z,y,2) = 22 + 2y + 2(2 — y) = 2z + 4,

also
/S/ﬁ'dO:/Q//@““)dMW:0/0/0/(2m+4)dxdydz:1+4:5.
2. Aufgabe

Es gilt unter Verwendung von Zylinderkoordinaten (z, y, z) = (r cos(yp), rsin(p), 2):
div(?) = 3z%2 + 3y*z = 32(2® + ¥*) = 32r°.
Aufserdem folgt in Zylinderkoordinaten

B={(r,p,2)|0<r<3,0<p<2m,—1+rcosp <z<2+rcosp}.



Nach dem Satz von Gauss gilt also:

. 3 2w 2+4rcosyp
// 7-d0O = /// div(v)dV :/ / / 3zrirdzdedr
0B —1+4rcose
/ / 3 2‘2+rcos<p
1+4rcos ¢
2w
= —/ / (3 + 67 cos p)dpdr
/ / 3d<pdr+9/ / 4 cos pdpdr

=97 .- 34—i—9/ OdT—
4 0

4
3. Aufgabe
Wir parametrisieren F mit der Abbildung
- T COS
@ :[0,2] x [0,27] — R? ( )»—> rsin @
12 7“2 —4

Der Rand 0F von F ist dann das Bild des Randes von [0,2] x [0, 27] unter «
mit der {iblichen Orientierung. Da (rot ¥)(z,y,2) = (—=1,—1,—1)T und

8i i —2r’cos ¢
E(Ta (:0) X %(7’7 30) - _2T2 s @
T

gilt, folgt

2 p2r 2
// rotU-d@:/ / (2r2(sin<p+cosg0)—T) d@dr:—/ 2mr dr = —4m.
F o Jo 0

Fiir das Linienintegral [ Py ds leistet nur das Integral iiber
Ko = {(a:,y,z)T ER} 2> +yP =4,z :0}
einen Beitrag. Mit der Parametrisierung

2cos
w : [0,27] — R, = | 2sing |,
0



erhalten wir

2T . . 2
/ U-ds:/ 4<S ngaosw)-(cglsnf)d(p:—/ 4sin® o dyp
OF 0 cos 0 0

= —2[90 — sin ¢ cos go} zﬁ = —A4m.

4. Aufgabe

Der Rand von S ist der Einheitskreis in der zy-Ebene. Parametrisierung von
0S:

cos ¢

(@) = | sing |, 6 € [0,2n].
0

// rot 7dO = | @ds
S LA

/0 " a0 (8)) () dt

Also folgt:

= 0 cos¢ | dt
0 sin ¢ cos ¢ 0

0.



