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Rechenteil

1. Aufgabe (8 Punkte)
Nach der Cauchy’schen Integralformel gilt:

eaz 1 eaz eaz
dz = — — d
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|z|=2 |z|=2
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= 2_2-(_6 |lo=—i +%%|=s)

= m(—e  +e) = 2msin(a).

2. Aufgabe (12 Punkte)

Berechnung der Eigenwerte:

1—X -1

det(A—)\E):det( 5 4\

):(1—)\)(4—)\)+2:(/\—2)()\—3).

Berechnung der Eigenvektoren:

-1 -1 1
-2 -1 1
)\2:3A—3E:(2 1>:>U2:(_2).

Damit lautet die allgemeine homogene Losung;:
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Der Ansatz fiir die partikuldre Losung lautet: y,(t) = ¢’ ( b

) . Damit gilt:

und

Ayp(t) +b = €'( G _41) (Z) + G)) =¢ (22 . Zb++12)

a = —3 und b = 1 16sen dieses lineare Gleichungssystem. Somit lautet die
allgemeine Losung:

_5 1 1
y(t) = yp(t) +yn(t) = ¢ ( 12) + cre? (_1) + cpe® (_2> c1,09 € R,

3. Aufgabe (10 Punkte)

Berechnung der Eigenwerte:

1-XA 0 0
det(A—AE)=det| 1 3—X 0 |=(1-X?*3-N\).
0 11—

Also ist \; = 1 ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachhiet 2 und Ay = 3
ein FKigenwert mit algebraischer Vielfachhiet 1. Berechnung der Eigen- und
Hauptvektoren zu Ay = 1:

Also hat A — E den Rang 2, es gibt also nur den einen Eigenvektor
0

V1 = 0
1

Der fehlende Hauptvektor berechnet sich nach

000 0 -2
(A—Fyjvye=v1=| 1 2 0 |Juu=[0]=wv=]|1
010 1 0



Berechnung des Eigenvektors zu Ay = 3:

-2 0 0 0
A—-3E = 10 0 |]|=v=1[2
01 -2 1
Damit lautet die allgemeine Losung:
0 -2 0
y(t) = e'(crvs +ca(va+tvy)) +e¥esvs = e(ep | 0| +eo | 1 |)4cse® [ 2
1 t 1
4. Aufgabe (10 Punkte)
Die Laurentreihe lautet:
1 1 1 1 1 1 -
= —= = — = — 1—2)k
z2(z—1) z+z—1 z—1 1-(1-2) =z-1 ;( ?)
1 - 1 -
= — —1Dr(z = 1)F = _1)EL 1)k
1V s e e

Das Residuum von f an der Stelle z = 1 lautet somit: Res(f,1) = 1.
Gesamtpunktzahl: 40



Verstandnisteil

1. Aufgabe (8 Punkte)

Mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel bekommen wir:

Sdz 1 1
7{ (z+3)(z —2) a j{ (_z—|—3+z—2)dz

|z41|=r; |z+1|=r;
0, falls j =1 (rp =1)
= —27i, falls j =2 (ro = 2)
—2mi 421 =0, fallsi=3 (r3 =4)
2. Aufgabe (8 Punkte)

Die Matrix hat nur die Eigenwerte Ay = 1 und Ay = 3. Diese kann man
den Argumenten der Exponentialfunktionen ablesen. Am der zweiten Losung
erkennt man, dafl der erste Eigenwert A; = 1 nur einen (linear unabhéngi-
gen) Eigenvektor besitzt (die zweite Losung bekommt man mit Hilfe eines
Hauptvektors). Der zweite Eigenwert Ay = 3 hat ohnehin nur einen (linear
unabhéngigen) Eigenvektor. Damit lauten die zwei Eigenvektoren

3. Aufgabe (9 Punkte)
Die imaginédre Achse wird auf einen Kreis (oder eine Gerade) abgebildet.
Da die imaginaére Achse die reelle Achse und den Einheitskreis senkrecht
schneidet mufl dal Bild der imaginéren Achse die reelle und imaginére Achse
senkrecht schneiden. Unter allen Kreisen und Geraden erfiillen das aber nur
die Kreise um den Ursprung. Desweiteren wissen wir jedoch, daf i (der ja auf
der imaginéren Achse liegt) auf 2i abgebildet wird. Damit wird die imaginére
Achse auf den Kreis um den Ursprung mit Radius 2 abgebildet.



4. Aufgabe (7 Punkte)

Man kann leicht (durch schaftes Hinsehen oder eine kurze Rechnung) sehen,
010

daBl die Matrix [ 0 0 1 | nur die 0 als einzigen Eigenwert besitzt. Den (line-
000

ar unabhéngigen!) Losungen y; und ys sieht man jedoch an, daf} sie mit zwei

linear unabhéngigen Hauptvektoren berechnet wurden. Somit braucht man

nur noch die Losung anzugeben, die dem (einzigen!) Eigenvektor entspricht.

1
Dieser lautet z.B.: | 0 |. Also sieht ein mogliches Losungsfundamentalsystem
0
SO aus:
¢ t?+1 1
{yl(t)7y2(t)7y3(t)} = { 1 ) 2t ) 0 }
0 2 0
5. Aufgabe (8 Punkte)

e 1. Weg (mit Hilfe des Residuensatzes).
Die Funktion f(z) = & besitzt im Punkt z = 0 ihre einzige Singula-
ritdt. Die Laurentreihe von f mit Entwicklungspunkt 0 berechnet sich

nach
oo oo -1 00
GZ 1 — Zk: k
4 _4 Z Z | Z k + 4 + Z k + 4)
k=0 k=0 i (
Damit lautet das Residuum von f an der Stelle 0 Res(f,0) = m =

%. Und da der Ursprung im Inneren des Gebietes |z| < 2 liegt, gilt nach
dem Residuensatz:

e* , T
j{ ;dz = 2mi Res(f,0) = 3

|z|=2

e 2. Weg (mittels Formel fiir die Taylorreihe) Fiir eine in einer Umgebung
von |z — zg| < r reguldr analytische Funktion f gilt:

D)1 10,
( |

n! 2mi z — zp)"t1

|z—zo|=r
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, 20 = 0 und n = 3. Somit ergibt sich

)=
f e =T (0) =

|2]=2

In unserem Fall ist f(z
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Gesamtpunktzahl: 40



