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1. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie mittels geeigneter Cauchy Integralsätze

∫

	

|z|=2

ecos z

z3 + z2 − z − 1
dz.

Die Partialbruchzerlegung von 1
z3+z2−z−1

lautet

1

z3 + z2 − z − 1
=

1

(z − 1)(z + 1)2
=

A

(z − 1)
+

B

(z + 1)
+

C

(z + 1)2
,

wobei A = 1
4

und C = −1
2

(Zuhaltemethode), während B = −1
4
. Deswegen gilt:

∫

	

|z|=2

ecos z

z3+z2−z−1
dz = 1

4

∫

	

|z|=2

ecos z

z−1
dz − 1

4

∫

	

|z|=2

ecos z

z+1
dz − 1

2

∫

	

|z|=2

ecos z

(z+1)2
dz

= 1
4
2πι {ecos z}

∣

∣

z=1
− 1

4
2πι {ecos z}

∣

∣

z=−1
− 1

2
2πι
1!

{

d
dz

(ecos z)
}

∣

∣

z=−1

= (−πι)(− sin−1)ecos−1 = −πι sin 1ecos 1

2. Aufgabe 10 Punkte

Berechnen Sie das Integral
∫ 2π

0

dϕ

5 + 4 cos ϕ

mittels Residuenkalkül.

Mit z = eιϕ, dz = ιeιϕdϕ = ιzdϕ erhält man:

∫ 2π

0
dϕ

5+4 cos ϕ
=

∫

	

|z|=1

dz/ιz

5+2(z+ 1

z
)

= 2π
2πι

∫

	

|z|=1

dz
2z2+5z+2

Aus 1
2z2+5z+2

= 1
2(z+2)(z+1/2)

folgt dann:

∫ 2π

0
dϕ

5+4 cos ϕ
= π

2πι

∫

	

|z|=1

dz
(z+2)(z+1/2)

= π · Res
(

1
(z+2)(z+1/2)

; z = −1
2

)

= π · 1
(z+2)

∣

∣

z=−1/2

= 2π/3

(z1 = −1
2

ist die einzige Singularität von 1
(z+2)(z+1/2)

was im inneren von der

Einheitskreisscheibe um 0, und diese ist eine einfache Polstelle).



3. Aufgabe 10 Punkte

Man gebe die Laurent-Reihenentwicklung von h(z) = 1+z
z3+2ιz2−z

im Konvergenz-
bereich |z + ι| > 1 an.

Die Partialbruchzerlegung von 1+z
z3+2ιz2−z

lautet:

1 + z

z3 + 2ιz2 − z
=

−1

z
+

1

z + ι
+

1 + ι

(z + ι)2
.

Im Bereich |z + ι| > 1 gilt:

−1
z

= −1
z+ι−ι

= −1
z+ι

· 1
1− ι

z+ι

= −1
z+ι

·
∑∞

k=0

(

ι
z+ι

)k
,

und dann:

h(z) =

+∞
∑

n=−∞

cn(z + ι)n, wobei cn =











0 , falls n ≥ −1,

1 , falls n = −2,

ι1−n , falls n ≤ −3

4. Aufgabe 10 Punkte

Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehörigen Eigenfunktionen zum Sturm-
Liouville Rand-Eigenwertproblem

{

(xu′(x))′ + λ
x
u(x) = 0 ,

u(1) = 0 = u′(e2π) ,

wobei λ > 0. (Hinweis: Potenzansatz).
Welchen Orthogonalitätsrelationen genügen diese Eigenfunktionen untereinan-
der?

Mit dem vorgeschlagenen Ansatz u(x) = xα kommt:
(

xαxα−1
)′

+ λxα−1 = (α2 + λ)xα−1 = 0, also α = ±ι
√

λ.

Für jede λ > 0 ist dann die allgemeine Lösung zur linearen Differentialgleichung:

u(x) = A cos(
√

λ lnx) + B sin(
√

λ ln x).

Mit u(1) = 0 erhält man sofort A = 0, so daß

u′(e2π) =
√

λB cos(
√

λ ln x) · 1

x

∣

∣

x=e2π
=

√
λBe−2π cos(2π

√
λ).

Also ist die Folge von Eigenwerten durch λk =
(

1
2π

· (2k + 1)π
2

)2
=

(

(2k+1)
4

)2

gege-

ben, wobei k ∈ N, und die zugehörigen Eigenfunktionen sind: uk(x) = sin(λk ln x).
Das vorhandene Sturm Liouville Rand-Eigenwert Problem ist schon in selbst-
adjungierter Form, und für zwei Eigenfunktionen uk, ul zu verschiedenen Eigen-
werten λk, λl gilt:

〈uk; ul〉Q =

∫ e2π

1

uk(x)ul(x) · 1

x
dx = 0.


