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Taschenrechner und Formelsammlungen sind nicht zugelassen, sondern nur ein
handbeschriebenes A4 Blatt mit Notizen. Die Losungen sind in Reinschrift auf
A4 Blattern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene Klausuren kénnen nicht ge-
wertet werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Verstandnisaufgaben, sie sollten ohne grofien
Rechenaufwand mit den Kenntnissen aus der Vorlesung l16sbar sein. Geben Sie,
wenn nichts anderes gesagt ist, immer eine kurze Begriindung an.

Die Bearbeitungszeit betrdgt eine Stunde.

Die Gesamtklausur ist mit 40 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der
beiden Teile der Klausur mindestens 12 von 40 Punkten erreicht werden.

Korrektur




1. Aufgabe 8 Punkte
Sei T eine Mobius-Transformation mit:
T()=0,T(0) =00, T(1) =1—1¢,T(—1t) = 2.

Seien K der Einheitskreis um die 0 (K = {z € C : |z| = 1}) und A = (R die imaginére
Achse. Wie werden K und A durch T transformiert?

Durch T wird jeder Kreis und auch jede Gerade in einem Kreis oder in einer Gera-
de transformiert.

Weil T'(¢) = 0,7(1) =1 — ¢ und T'(—¢) = 2 ist T(K) der einzige Kreis, der durch die
Stellen 0,1 — ¢ und 2 lauft, also der Kreis, der in 1 zentriert ist und Radius 1 hat.
Weil T'(¢) = 0,7(0) = oo und T'(—¢) = 2 ist T'(A) eine Gerade, und zwar die einzige
Gerade, die durch die Stellen 0 und 2 lduft, also gilt: T(A) =R .

2. Aufgabe 8 Punkte

Sei H = Rx]0;4o00[, und h : H — R gegeben durch

h(z;y) = % (Arg(z — 1+ 1y) — Arg(z + 1+ 1y)).

Geben Sie ein Dirichlet-Problem auf H an, also eine partielle Differentialgleichung zu-
sammen mit bestimmten Randbedingungen, das durch h gelost wird.

Fiir jede zg = xo + wtyo definiert (z,y) — Arg((z — zo) + ¢(y — yo)), als Imaginérteil
einer holomorphen Funktion (z +— log(z — zq)), eine harmonische Funktion auf

R2\ {(2,9) : y = yo,z < 20}. Also ist h bestimmt auch harmonisch auf H

(Ah(z,y) = 0%h (x,y) + giy’;(x,y) =0 fir (z,y) € H). Andererseits gilt fiir 1 > 1:

— 922

(e,y) = — (0-0) =0,

li
z—x1,y—0,y>0

wahrend fiir —1 < xz9 < 1:

hy) == (x—0) =1,

i
z—x2,y—0,y>0

und fir x3 < —1: )
he,y) = = (x—m) =0,
T

i
z—x3,y—0,y>0

Also definiert h die einzige Losung zum Dirichlet Problem

{ Ah(z,y) = 0 ,(z,y)eH,
, e
%E,;gnawoh(x, Y) f(@),

wobei

_ 0 ,falls |z| > 1,
(z) = v
1, falls |Z| < 1.



3. Aufgabe 10 Punkte

Seien f(z) = % und g(z) = SIZ%
Geben Sie die Singularitdten von f und g an und entscheiden Sie in jedem Fall, ob
es wesentliche Singularitdten oder Polstellen sind. Falls eine Polstelle vorhanden ist,

geben Sie auch ihre Ordnung an.

Fiir die erste Funktion gilt:

el/z 1
f(z) = o

also ist zg = 0 eine wesentliche Singularitdt von f, wihrend z; = 1 eine Polstelle der

Ordnung 2 ist. (Das zp = 0 eine wesentliche Singularitét von f definiert sieht man an
el/z

der Tatsache, dafl die Laurent-Reihenentwicklung von um 29 = 0 unendlich viele
negative Potenzen von (z — zo) enthélt: 612/2 =3, Z_k#)

Fiir die zweite Funktion gilt, fiir jede z # O:

sinz 1 > (—1)F 2k+1_oo (—1)* 2k—1
22 _z2kzo(2k+1)!z _;0(2k+1)!z ’

also ist 27! die einzige negative Potenz von z, die in der Laurent-Reihenentwicklung
von g um zg = 0 erscheint, 0 ist also Polstelle der Ordnung 1 fiir g.

4. Aufgabe 7 Punkte

Sei (fn)n>0 eine komplexe Folge mit:
Vn>0, nf,=fn1+2fno (wobei f_1 = f_o=0),

und sei F(z) = > 07 fnz™" die Z-Transformierte von (fy)n>0-
Welcher Gleichung geniigt F'(z)?

Die Linearitdt, Verschiebungs- und Differentiationsregeln liefern sofort:

_2+z 24z

—2F'(2) = %F(z) + ZQ—QF(Z) = z—QF(z), also F'(z) = 3

F(z).

5. Aufgabe 7 Punkte

Auf dem Interval [§; ] betrachtet man das Rand-Eigenwertproblem

{(mQ +3z) coszu” (z) — (2% + 3z) sin x ' (x) + Mu(z) = 0,
u(E) +(5) = 0= u(§) + w(5),

wobei A > 0. Seien ug(z),u;(x) zwei Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
Ak, A;. Welcher Orthogonalitétsrelation gentigen wg und w;?

Eine Teilung durch (22 4 3z) bringt die lineare Differentialgleichung schon im selbst-
adjungierter Form:

A
(22 + 3z)

also lautet die erwédhnte Orthogonalitdtsrelation:

A

u(z) = (coszu/(z)) + 7+ 30)

coszu(x) —sinzu'(x) + u(z) =0,

s
3 dz

(uri g = /  wy(w)a(2) - Qo) = / W@ u(o) oy =0



