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1. Aufgabe 9 Punkte

(i) Es ist
< grad(x,y,z)V,

~F (x, y, z) >= (4a− 2b)xy(z − 1)− 2cz4.

Die Bedingung < grad(x,y,z)V,
~F (x, y, z) >≤ 0 für alle (x, y, z) ∈ R3 ist erfüllt für 4a =

2b und c > 0.

Wir wählen a = 1, b = 2 und c = 1.

(ii) (x0, y0, z0) ist ein G.G.P ⇔ 2y0(z0 − 1) = x0(z0 − 1) = z3
0 = 0 d.h x0 = y0 = z0.

Der einzige G.G.P ist also (0, 0, 0).

Die Funktion V besitzt ein striktes Minimum bei (0, 0, 0) und es gilt< grad(x,y,z)V,
~F (x, y, z) >≤

0 für alle (x, y, z) ∈ R3 ⇒ V ist eine Lyapunov Funktion des Systems ⇒ das System ist
stabil im Punkt (0, 0, 0).

Da < grad(x,y,0)V,
~F (x, y, 0) >= 0 für alle x, y ∈ R können wir keine Aussage über eine

asymptotische Stabilität im Punkt (0, 0, 0) treffen .

2. Aufgabe 8 Punkte

Es ist 0 ≤
∫ +∞
−∞

1
2+2x+x2 dx ≤

∫ +∞
−∞

1
x2 dx < +∞ und es gilt:∫ +∞

−∞

1

2 + 2x+ x2
dx = lim

R→+∞

∫ R

−R

1

2 + 2x+ x2
dx.

Wir integrieren entlang der positiv orientierten Kurve K+(0, R) = ∂D+(0, R) mit D+(0, R) :=
{z ∈ C : |z| ≤ r}.

Die Funktion z 7→ 1
z2+2z+2

hat zwei Polstellen: z1 := −1+i und z2 := −1−imit z1 ∈ D+(0, R)
und z2 /∈ D+(0, R).

Nach dem Residuensatz gilt:∫ R

−R

1

2 + 2x+ x2
dx+

∫
ª

K+(0,R)

1

2 + 2z + z2
dz = 2πi Res

( 1

2 + 2z + z2
,−1+i

)
= 2πi

1

−1 + i+ 1 + i
= π.

Daraus folgt: ∫ +∞

−∞

1

2 + 2x+ x2
dx = π − lim

R→+∞

∫
ª

K+(0,R)

1

2 + 2z + z2
dz.

Da Grad(z2 + 2z + 2) = 2 ≥ 0 + 2 =Grad(1) + 2, ist lim
R→+∞

∫
ª

K+(0,R)

1
2+2z+z2 dz = 0. Damit ist

∫ +∞

−∞

1

2 + 2x+ x2
dx = π.



3. Aufgabe 9 Punkte

Die Kurve C1 ∪ (−C2)) ist eine positiv orientierte geschlossene Kurve.

Die Funktion z 7→ (z−1)
z−iπ

ist nicht analytisch in IC1∪(−C2) und hat eine Polstelle 1. Ordnung im
Punkt z0 := iπ ∈ IC1∪(−C2) ⇒ das Integral ist nicht unbedingt wegunabhängig.

Nach dem Residuensatz gilt:∫
ª

C1

(z − 1)

z − iπ
dz −

∫
C2

(z − 1)

z − iπ
dz = 2iπ Res

((z − 1)

z − iπ
, iπ

)
= 2iπ(iπ − 1) 6= 0.

Daher ist ∫
ª

C1

(z − 1)

z − iπ
dz 6=

∫
C2

(z − 1)

z − iπ
dz.

4. Aufgabe 8 Punkte

(i) Es ist ∂G = ∆1 ∪∆2, wobei

∆1 := {z ∈ C : Im(z) = 0 und Re(z) > 0} und ∆2 := {Im(z) > 0 und Re(z) = 0}.

Weiterhin ist f(0) = −1, f(1) = −i, f(∞) = 1 ⇒ f(∆1) = K−(0, 1), wobei
K−(0, 1) := {z ∈ C : |z| = 1 und Im(z) ≤ 0}
und f(0) = −1, f(i) = 0, f(∞) = 1⇒ f(∆2) = ∆1.

Damit ist
f(G) = D−(0, 1) := {z ∈ C : |z| = 1 und Im(z) ≤ 0}.

(ii) Es ist

f(−z̄) =
−z̄ − i

−z̄ + i
=
z̄ + i

z̄ − i
=
z − i

z + i
=
z − i

z + i
= f(z).

(iii) Es ist H = G ∪ (−Ḡ) mit Ḡ := {z̄, z ∈ G} und −Ḡ := {−z̄, z ∈ G}.

Daher ist
f(H) = f(G) ∪ f(−Ḡ) = f(G) ∪ {f(−z̄), z ∈ G}

= f(G) ∪ {f(z), z ∈ G} = f(G) ∪ f(G).

(1)

Aus i) und (1), folgern wir:

f(H) = D−(0, 1) ∪D−(0, 1) = D−(0, 1) ∪D+(0, 1) = D(0, 1),

wobei D+(0, 1) := {z ∈ C : |z| ≤ 1 und Im(z) ≥ 0} und D(0, 1) := {z ∈ C : |z| ≤ 1}.



5. Aufgabe 6 Punkte

(i) Für alle x = x+ 0 i ∈ (R = ∂H) gilt:

f(x) =
x− i

x+ i
=

(x2 − 1

x2 + 1
− 2x

x2 + 1
i
)
∈ (K(0, 1) = ∂D(0, 1)).

D.h

f(x) = eiθ mit cos(θ) =
x2 − 1

x2 + 1
und sin θ = − 2x

x2 + 1
.

Weiterhin, ist 1
1+x2 = φ(x) = ψ(f(x)) = ψ(eiθ) d.h

ψ(eiθ) = φ(f−1(eiθ)) = φ
(
−i(eiθ+1)

eiθ−1

)
= φ

(
−iei θ

2 (ei θ
2 +e−i θ

2 )

ei θ
2 (ei θ

2−e−i θ
2 )

)
= φ

(
− cos( θ

2
)

sin( θ
2
)

)
= sin2

(
θ
2

)
.

(ii) Die Funktion U ist definiert durch U(z) = u(f(z)), z ∈ H.


