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1. Aufgabe 10 Punkte

(1) Esist
¥ =0 y=u =0 y=uz
Yy =0 &4 za—1+2)=0 &< y=0 oder ¢ z>=a—1
Z =0 z = —12 z2=0 z=1-—a.

Daher ist (0, 0,0) der einzige GGP fiir a < 1.
Fiir a > 1 die GGPkte sind (va — 1,v/a — 1,1 —a)und (—va — 1,—va — 1,1 —a).
(i1) Esist

< grad,, ,V, F(x,y,2) >= 4a(y—z) +4y(—r—y+xz)—42(z+ay) = —4(2*+y2+22).

Die Funktion V' besitzt ein striktes Minimum bei (0, 0, 0) und es gilt < grad, , )V, F (x,y,2) ><
0 fiir alle (x, vy, 2) € R?

= V ist eine Lyapunov Funktion des Systems
= das System ist stabil im Punkt (0, 0, 0).

Da < grad, oV, F(z,y,2) >= 0 & (z,y,2) = (0,0,0) ist der GGP Punkt (0,0,0)
asymptotisch stabil.

2. Aufgabe 9 Punkte
Bsist0 < [ f(z)dv < [, L do < +cc.

Da die Funktion f gerade ist gilt:
+o00 1 +o0

x)dr =
0 2

+Oof( — Jim / [

Weiterhin ist

R—+o00

Wir integrieren entlang der positiv orientierten Kurve K (0, R) = 9D*(0, R) mit D*(0, R) :=
{zeC:|z| <r}

Die Funktion f hat vier Polstellen: z; := at, 20 := —at, 23 = bt und z4 = —bi mit 21, 23 €
D+(O, R) und 29, 24 ¢ D+(O, R)

Nach dem Residuensatz gilt:

5 () dot Kf‘(ﬁ o f(@)dz = 2mi(Res(f(x), z1) + Res(f(2),23)) = 27i (35— + )

RS
ab(b+a)*



Daraus folgt:

oo T . 1
/OO J(w)de = ab(b+a) REIEOO }é (22 4 a?)(22 + b?) dz.

K+(0,R)

Da Grad(z% + a?)(2% + %) =4 > 0+ 2 =Grad(1) + 2, ist lim dz = 0.

AT
R=o0 gi(o,R)

Damit ist

too 1 i too 1 ™
/ dr = ——— und / - _
oo (2 +a?) (22 +b?) ab(b+ a) o (2+a?)(x2+b%)  2ab(b+ a)

3. Aufgabe 10 Punkte
Sei C; die Strecke von z; := —1 — ¢ bis 29 := 1 — 4.
Die Kurve C; U C' ist eine positiv orientierte geschlossene Kurve.

Die Funktion z +— ﬁ ist nicht analytisch in /¢, yc und hat eine Polstelle 1. Ordnung im Punkt
zo:=0¢€ [CluC'

Nach dem Residuensatz gilt:

dz dz 1 -1 =2
— 2ir Res(———,0) = 2ir+ — = ——~
}62(2—3)+/(;z(z—3) " es(z(z—?))’ ) = 2 3 3

}é z(zdi 3) _zm‘ YA ﬁ

C Cy

Dabher ist

Wir parametrisieren C wie folgt: Cy : t — ¢t — 1 — 4, t € [0, 2] und erhalten

_gs dz dz
- 3(z—3 3z
4 (2=3)

C1 1 C1

1 __f2L
=3Jo =a= — 3Jo =19

_ 1 72 ¢4 1 t+i
— 3J-a v dt f 1 t2+1)

= 1In(2) + Li[ arctan(4) — arctan(2) — 3.

Daraus folgt:

w
(=)
el

C

5)—%@' [ arctan(4)—arctan(2)].



4. Aufgabe 11 Punkte

(i) T:z— T(z) := £ erfiillt die drei Bedingungen.

w = T(z) ist eindeutig gegeben weil eine Mobius-Transformation durch die Bilder drei
Punkte komplet definiert ist.

(ii) .
w=T(z) & w= ! ,<:>w(z—i):1<:>z:w2+1 =T (w).

Z—1 w

(iii) Esist 7'(i) = oo = T'(iR) ist eine Gerade die durch —i = 7'(2¢) und 0 = T'(c0) lduft. D.h
T(iR) = iR.
Esistoo = T'(i) ¢ T(R) = T'(R) ist ein Echtkreis der 7'(¢R) senkrecht im Punkt ¢ = 7°(0)
schneidet und durch 0 = 7T'(co) durchliuft. D.h T'(R) ist der Kreis um ¢ mit Radius 3.
Wir miissen die Bilder der Randpunkte zuerst bestimmen:
Durch T wird R, auf den rechthalbkreis um 47 mit Radius 3 abgebildet.

Weiterhin ist 7'(iR ) = {iy, y < 1}. Daher ist

T(G)) = C\{z€C: |s— %u < % und Re(2) > 0}



