Musterlosung
Analysis III fiir Ingenieurwissenschaften, 09. Oktober 2015

1. Aufgabe 9 Punkte

Das Ringgebiet wird eingegrenzt durch die Polstellen 0 und 3, die von der Ent-
wicklungsstelle 1 den Abstand 1 bzw. 2 haben. Damit handelt es sich um den
Kreisring 1 < |z — 1| < 2, in welchem eine Laurent-Reihe ermittelt werden soll.
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Beim 4. Gleichheitszeichen wurden bei der Entwicklung in unendliche Reihen

die Konvergenzbedingungen ’%| < 1 und ‘ﬁ| < 1 verwendet, die genau im
Kreisring 1 < |z — 1| < 2 erfiillt werden.



2. Aufgabe 11 Punkte

a) Man wandelt dieses Integral in ein Integral iiber den Einheitskreis um und
benutzt dann den Residuensatz.
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Der Integrand hat 0 und 2 als Polstellen 1. Ordnung. Nur die Polstelle 0
liegt innerhalb der Integrationskurve. Dann ist
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Man kommt auch mit CIF auf das Ergebnis:
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b) Die Nullstellen des Nenners sind i, —i, 2i und —2i. Sie sind alle einfach und
liegen nicht auf der reellen Achse. Der Zahlergrad ist um zwei Einheiten
kleiner als der Nennergrad. Es haben nur die Nullstellen i und 2i einen
positiven Imaginérteil.

=27 - (—i) = 2.
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Es gilt

/_Z (a® + 13;:1:2 Tyt (Res ((222 + 1?222 +4)° i); fes ((2)2 + Szz? +4)° 21))

z
i —= -z
m(22-(22+4) z:i+ (2241) -2z

(1 4 (L 17
=27 | — — = —— 4+ ) ==
2.3 (-3)-4) “"\673) "3




3. Aufgabe 10 Punkte

a)

b)

Wir wihlen als Urbilder die Punkte 1, i und —1 und erhalten durch Ein-
setzen
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Es gilt |T'(1)| = |T'(i)| = |T'(—1)| = 1: Die Bildpunkte liegen auf dem Ein-
heitskreis.

Die Reihenfolge 1 — i — —1 der Urbilder entspricht dem positiven Durch-
laufssinn (9. Die Reihenfolge —1 — # — 1 der Bilder weist einen
positiven Durchlaufssinn O auf.

Damit wird der positiv durchlaufene Einheitskreis auf sich selbst (unter
Wahrung des Durchlaufssinns) abgebildet.
«) Der Einheitskreis wird unter 7" auf sich selbst abgebildet, so dass das
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auf den Kreis €2 +n* = (%) abgebildet wird. Fiir U(&, n) ist damit

das Randwertproblem
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B) Mit dem Ansatz U(&,n) = Aln(¢? +n?) + B findet man
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die Losung des verpflanzten RWPs.
v) Es gilt w = U o T, folglich ist
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die Losung des urspriinglich vorgegebenen RW Ps.



4. Aufgabe 10 Punkte

a)

Die Definitionsliicken sind hier die Nullstellen des Nenners, also 0 und 1.

Fiir die Stelle 0 schreiben wir
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Fiir 2 = 0 ist im letzten Bruch der Nenner nicht gleich Null, damit ist die
Singularitéit 0 eine hebbare Singularitét.

” 5,((2)) “ bei Residuenberechnung;

Berechnung der Nullstellenordnungen von e* — 1 und von z(z — 1)

Alternativen: Benutzung der Hilfsformel

Fiir die Stelle 1 schreiben wir
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Fiir z =1 ist der Zahler ungleich Null, aber der Nenner hat dort eine
doppelte Nullstelle. Damit ist 1 eine Polstelle 2. Ordnung.

Innerhalb des Kreises |z + 1| = 2 liegt nur die Singularitéit 0. Da sie bereits
als hebbare Singularitét klassifiziert wurde, ist das Residuum von f an
dieser Stelle gleich Null. Somit haben wir
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5. Aufgabe 10 Punkte

a) Mit der Parametrisierung 2z = €', 0 < ¢ < 27, findet man
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b) Stammfunktionen von % sind von der Form log az mit o € C\ {0}.

Fiir Ky setzen wir a = 1. Die Kurve K liegt vollstdndig im Definitions-
bereich von log 2z, da dessen Schlitz auf der nicht-positiven reellen Achse
liegt, die von K gar nicht geschnitten wird.

Fiir Ky setzen wir a« = —1. Die Kurve K, liegt vollstdndig im Definiti-
onsbereich von log(—z), da dessen Schlitz auf der nicht-negativen reellen
Achse liegt, die von K5 gar nicht geschnitten wird.

Damit haben wir
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Die Summe der Halbkreisintegrale muss gleich dem Integral (xx) sein, da
die Halbkreise K7 und K sich genau zum positiv durchlaufenen Einheits-
kreis ergénzen.



6. Aufgabe 10 Punkte

a)

d)

)

Falsch.
Die Funktionen wu(z,y) und v(z,y) erfiillen nicht einmal eine Cauchy-
Riemann-DGL auf ganz R?: Mit

ou ov )
— =cosy, — =sinzw

ox dy

ist S = g—; falsch z.B. fiir (z,y) = (0,0). Somit ist f(z) sicherlich nicht auf
ganz C analytisch.

Wabhr.
Die Ableitung von e* ist gleich 2¢** und auf ganz C von Null verschieden.
Damit stellt e** auf ganz C eine konforme Abbildung dar.

Falsch.

Der Punkt 0 liegt zur Linken von O und zugleich zur Rechten von O.
Die Transformation 7" ist nicht orientierungstreu und kann somit keine
Mobius-Transformation sein.

Wahr.
Die Funktion e** ist auf ganz C analytisch. Der Punkt 7 liegt innerhalb
des Kreises |z| = 5. Mit CIF bekommt man deshalb

eiz )

/ dz = 27i - €™ = —2mi.
Z—T

|z|=5

Wahr.
Fiir die Jacobi-Matrix am Punkt (2,2) hat man

-3 -2 -1 0
y—2 x—4 ‘(x,y)=(2,2) 0 -2

Die Eigenwerte sind —1 und —2. Da alle Eigenwerte negativen Realteil
haben, ist der Gleichgewichtspunkt (2,2) asymptotisch stabil.



