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Musterlösung Klausur Analysis III f. Ing., 25. September 2017

Rechenteil

1. Aufgabe 10 Punkte

a) Die untere komplexe Halbebene liegt rechts von der von links nach rechts
durchlaufenen reellen Achse →. Auf der reellen Achse werden die Punk-
te−1, 0,∞ in dieser Reihenfolge durchlaufen. Die Bildpunkte sind−1,∞, 0.
Damit wird die reelle Achse von rechts nach links durchlaufen: T (→) =←.

Die Orientierungstreue von T ergibt folglich, dass das Bild der unteren
Halbebene die obere Halbebene {z ∈ C | Im z > 0}.

b) Mit T (0) =∞ hat man

T (z) =
az + b

z
= a+

b

z
.

T (∞) = 1 liefert dann a = 1. Mit T (−1) = −1 hat man die Glei-
chung −1 = 1− b nach b aufzulösen, es ergibt sich b = 2. Es gilt

T (z) = 1 +
2

z
=

z + 2

z
.

c) Mit T (1) = 3 und T (i) = 1 − 2i werden die drei Kreispunkte 1, i,−1 auf
3, 1 − 2i,−1 abgebildet. Eine Skizze zeigt, dass der Bildkreis den Mittel-
punkt 1 und den Radius 2 hat und negativ durchlaufen wird.



2. Aufgabe 10 Punkte

a) Es gilt

∫

2π

0

1

6 + 2i sinϕ
dϕ = −i

∫

2π

0

e−iϕ

6 + eiϕ − e−iϕ
· ieiϕ dϕ

= −i
∫

|z|=1

z−1

6 + z − z−1
dz = −i

∫

|z|=1

1

z2 + 6z − 1
dz.

Das Polynom z2+6z−1 hat die einfachen Nullstellen−3 +
√
10 und−3−

√
10

Nur die erste Nullstelle liegt innerhalb des Einheitskreises. Damit gilt

∫

2π

0

1

6 + 2i sinϕ
dϕ = −i

∫

|z|=1

1

z2 + 6z − 1
dz

= −i · 2πi Res
(

1

z2 + 6z − 1
,−3 +

√
10

)

= −i · 2πi
(

1

2z + 6

)

∣

∣z=−3+
√
10

= −i · 2πi 1

2
√
10

=
π√
10

.

b) Der Nenner hat alle geraden ganzen Zahlen als Nullstellen. Nur die Null-
stelle 2 liegt innerhalb des Kreises |z − 2| = 3

2
. Damit gilt

∫

|z−2|= 3

2

z2 + 1

sin
(

π
2
z
) dz = 2πi Res

(

z2 + 1

sin
(

π
2
z
) , 2

)

.

Die Ableitung des Nenners des Integranden ist gleich π
2
cos
(

π
2
z
)

, was für
z = 2 von Null verschieden ist. Folglich

∫

|z−2|= 3

2

z2 + 1

sin
(

π
2
z
) dz = 2πi

(

z2 + 1
π
2
cos
(

π
2
z
)

)

∣

∣z=2

= 2πi · 5
π
2
· (−1) = −20i.



3. Aufgabe 10 Punkte

Skizze eines Winkelgebiets im I. Quadranten, begrenzt von x-Achse und Gera-
de y = 1√

3
x. Ein Bildchen wird verlangt.

10
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H

Die Verpflanzungsabbildung f entspricht im R
2 der Abbildung

(x, y) 7→ (x3 − 3xy2, 3x2y − y3).

Der Randkurve (t, 0) mit 0 < t < ∞ entspricht in der Bildebene die Randkur-
ve (t3, 0).

Der Randkurve (t, 1√
3
t) mit 0 < t < ∞ entspricht in der Bildebene die Rand-

kurve (0, 8

3
√
3
t3).

Nebenrechnung für schräge Randkurve:

3x2y − y3 = 3t2 · 1√
3
t− 1

3
√
3
t3 =

(

9

3
√
3
− 1

3
√
3

)

t3 =
8

3
√
3
t3.

(Damit ist das Bild f(H) der I. Quadrant.)

Für die Funktion U mit U = u ◦ f−1 gilt demnach

u(t, 0) = t3 = U(t3, 0), u(t, 1√
3
t) = 8

3
√
3
t3 = U(0, 8

3
√
3
t3).

Die Funktion U löst das Randwertproblem

∆U(x′, y′) = 0 für (x, y) ∈ f(H),

U(x′, 0) = x′ für x′ > 0

U(0, y′) = y′ für y′ > 0.



Mit dem Ansatz
U(x′, y′) = Ax′ + By′

findet man sofort A = B = 1 und damit

U(x′, y′) = x′ + y′.

Mit u = U ◦ f findet man die Lösung des gestellten Randwertproblems:

u(x, y) = U(x3 − 3xy2, 3x2y − y3) = x3 − 3xy2 + 3x2y − y3.

Verständnisteil

4. Aufgabe 10 Punkte

a) Es ist mit z = x+ iy, x, y ∈ R:

zez = (x−iy)ex(cos y+i sin y) = ex(x cos y+y sin y)+iex(−y cos y+x sin y).

Damit ist

u(x, y) = ex(x cos y + y sin y), v(x, y) = ex(−y cos y + x sin y).

b) Die erste Cauchy-DGL ux = vy führt bereits zu einem Widerspruch:

ux(x, y) = ex(x cos y+y sin y+cos y), vy(x, y) = ex(− cos y+y sin y+x cos y).

Für z = 0 ist insbesondere

ux(0, 0) = 1, vy(0, 0) = −1,

also ux(0, 0) 6= vy(0, 0) . Eine CR-DGL ist für z = 0 nicht erfüllt, damit
ist f für z = 0 nicht komplex-differenzierbar.

c) Auf dem Einheitskreis gilt z = z−1, somit gilt mit Verwendung von C.I.F.:

∫

|z|=1

zez dz =

∫

|z|=1

ez

z
dz = 2πi · e0 = 2πi.

Wir haben also
∫

|z|=1

zez dz = 2πi.



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Die Kurve C ist ein Viertelkreisbogen, der vom Punkt 2i zum Punkt −2
läuft. Die Funktion log(−(z + 1)) hat den Strahl ] − 1,∞[ als Schlitz.
Der Viertelkreisbogen schneidet diesen Strahl nicht. Damit haben wir eine
geeignete Stammfunktion.

Wir haben also
∫

C

1

z + 1
dz =

[

log(−(z + 1))
]z=−2

z=2i
= log(−(−1))− log(−(1 + 2i))

= log 1− log(−1− 2i) = −
(

ln
√
5− i(π − arctan 2)

)

= ln
1√
5
+ i(π − arctan 2)

(

= ln
1√
5
+ i

(

π − arccos

(

1√
5

)) )

b) Mit

z7e1/z
2

=
∞
∑

n=0

z7−2n

n!

gilt

∫

|z|=1

z7e1/z
2

dz =
∞
∑

n=0

∫

|z|=1

z7−2n

n!
dz =

∫

|z|=1

z−1

4!
dz =

2πi

24
=

πi

12
.



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Falsch.

α) Die Gleichung ist für z = 1 + i falsch:

log(−1− i) = ln
√
2− i

3π

4
6= iπ + log(1 + i) = ln

√
2 + i

3π

4
.

β) Die Gleichung ist für z = 1 falsch, weil der Ausdruck log(−1) nicht
einmal definiert ist.

b) Wahr.
Wenn eine analytische Funktion f(z) nirgends konform ist, so muss f ′(z) = 0
für alle z ∈ C gelten. Dann aber ist f(z) eine konstante Funktion.

c) Falsch.
Eine harmonische Funktion nimmt auf einem kompakten Bereich nur auf
dem Rand ihr Maximum an. Der Punkt (0, π

2
) liegt aber nicht auf dem

Rand der vorliegenden Kreisscheibe mit Radius 2. Damit kann u(x, y) gar
nicht dort ein Maximum haben.

d) Wahr.
Es gilt im Kreisring 0 < |z| < 1

2
die Laurent-Entwicklung

f(z) =
1

1

z
− 1

=
z

1− z
= z

∞
∑

n=0

zn =
∞
∑

n=1

zn.

Die Laurent-Reihe hat keinen Hauptteil, damit ist die Singularität 0 heb-
bar.

e) Wahr.
Der Zähler ist die Ableitung des Nenners, die Kurve C ist ein positiv durch-
laufener Halbkreis in der linken Halbebene mit sehr großem Radius: Es
handelt sich um ein nullstellenzählendes Integral. Das Polynom im hat die
Nullstellen −1 und −3, die alle innerhalb C liegen. Somit gilt ohne jede
komplizierte Rechnung

∫

C

2z + 4

z2 + 4z + 3
dz = 2 · 2πi = 4πi.


