
Musterlösung Klausur Analysis III f. Ing. vom 21. Juli 2020

1. Aufgabe 9 Punkte

a) Es ist
Δvpx, yq “ vxx ` vyy “ 0 ` 0 “ 0.

b) Weil f analytisch ist, gelten die Cauchy-Riemann-DGL:

uxpx, yq “ vypx, yq “ 2x ` 1, uypx, yq “ ´vxpx, yq “ ´2y.

Integrationen liefern für upx, yq

upx, yq “ x2 ` x ` gpyq “ ´y2 ` hpxq

mit noch zu bestimmenden Funktionen g und h.

Alles geht auf mit der Setzung gpyq “ ´y2 ` K und hpxq “ x2 ` x ` K

mit einer beliebigen Konstanten K. Es ist

fpx ` iyq “ x2 ´ y2 ` x ` K ` ip2xy ` yq.

Mit fp2q “ 3 ergibt sich K “ ´3. Somit ist

upx, yq “ x2 ´ y2 ` x ´ 3,

Es ist nun
fpx ` iyq “ x2 ´ y2 ` x ´ 3 ` ip2xy ` yq.

c) Man erkennt z “ x ` iy und z2 “ x2 ´ y2 ` 2ixy, so dass

fpzq “ z2 ` z ´ 3

gilt.



2. Aufgabe 8 Punkte

a) ö und ÝÑ schneiden sich in 1 und ´1.
Es kann also nur fp1q “ 1, fp´1q “ ´1 oder fp1q “ ´1, fp´1q “ 1 gelten.
ö beschreiben wir als Kreis, der durch 1, i,´1 in dieser Reihenfolge läuft,
und ÝÑ als Kreis durch ´1, 0, 1. Das Bild von ö ist ÝÑ, das dann durch
fp1q, 0, fp´1q festgelegt wird. Weil ÝÑ von links nach rechts läuft, bleibt
nur fp´1q “ 1, fp1q “ ´1.

b) Mit fpzq “ az`b
cz`d

ist

fp1q “ ´1 ùñ a ` b “ ´c ´ d, fp´1q “ 1 ùñ ´a ` b “ ´c ` d,

fp0q “ i ùñ b “ id

ùñ b “ ´ia, c “ ia, d “ ´a

ùñ fpzq “ z ´ i

iz ´ 1
.

c)
fp8q “ ´i, f´1p8q “ ´i.

(f vertauscht die Punkte 8 und ´i.)



3. Aufgabe 11 Punkte

a) (Bildchen)

b) α) Die Schnittpunkte mit Pythagoras finden.

β) Zu lösen ist
t ` i “ 2eis

mit s, t P R — also

t ` i “ 2 cos s ` 2i sin s.

Es ist sin s “ 1

2
, also s “ π

6
und s “ 5π

6
, mit t “ 2 cos s also t “

?
3

bzw. t “ ´
?
3.

Man hat
z1 “

?
3 ` i, z2 “ ´

?
3 ` i.

Es ist

w1 “ fp
?
3`iq “ p

?
3q3 “ 3

?
3 und w2 “ fp´

?
3`iq “ p´

?
3q3 “ ´3

?
3.

c) Es ist
9Captq “ 1, 9Cbpsq “ 2ieis.

Schnittpunkt
?
3 ` i:

9Cap
?
3q “ 1 “ ei¨0, 9Cbpπ

6
q “ 2iei

π

6 “ 2ei
4π

6 “ 2ei
2π

3 .

also α1 “ 2π
3
.

Schnittpunkt ´
?
3 ` i:

9Cap´
?
3q “ 1 “ ei¨0, 9Cbp5π

6
q “ 2iei

5π

6 “ 2ei
8π

6 “ 2ei
4π

3 .

α2 “ 4π
3

Das ist ein überstreckter Winkel; gleichwertig dazu ist der spitze
Winkel π

3
.

Die Funktion f hat die Ableitung 3pz´ iq2. Die Funktion f ist analytisch,.
Die Ableitung ist an den Schnittpunkten ˘

?
3 ` i von Null verschieden.

Damit stellt die Funktion f an diesen Schnittpunkten eine winkeltreue
Abbildung dar.

Die Bildkurven fpCaq und fpCbq schneiden sich in w1 also mit dem Win-
kel α̃1 “ 2π

3
und in w2 mit dem Winkel α̃2 “ π

3
.



4. Aufgabe 12 Punkte

a) Skizzen von G und H

b) Die Verpflanzungsabbildung f entspricht im R
2 der Abbildung

px, yq ÞÑ px2 ´ y2, 2xyq.

Für die Funktion U mit U “ u ˝ f´1 gilt mit x ă 0:

upx, 0q “ x2 “ Upx2, 0q , upx, xq “ ´4x2 “ Up0, 2x2q .

Die Funktion U löst das Randwertproblem

ΔUpx̃, ỹq “ 0 für px, yq P H,

Upx̃, 0q “ x̃ für x̃ ą 0

Up0, ỹq “ ´2ỹ für ỹ ą 0.

c) Mit dem Ansatz
Upx̃, ỹq “ Ax̃ ` Bỹ

findet man sofort A “ 1 und B “ ´4 und damit

Upx̃, ỹq “ x̃ ´ 2ỹ.

d) Mit u “ U ˝ f findet man die Lösung des gestellten Randwertproblems:

upx, yq “ Upx2 ´ y2, 2xyq “ x2 ´ y2 ´ 4xy.



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Der Kreis |z ´ i| “ 1

2
liegt in der oberen Halbebene und damit vollständig

im Analytizitätsgebiet des komplexen Logarithmus log z.

Damit liefert C.I.F.:
ż

|z´i|“ 1

2

log z

z ´ i
dz “ 2πi ¨ p log zq|z“i

“ 2πi ¨ pln 1 ` i arg iq “ 2πi ¨ iπ
2

“ ´π2.

b) Es gilt

ż

2π

0

1

5 ` 3eit
dt “

ż

2π

0

´ie´it

5 ` 3eit
¨ieit dt “ ´i

ż

|z|“1

z´1

5 ` 3z
dz “ ´i

ż

|z|“1

1

zp5 ` 3zq dz

Die Nullstellen des Nenners des Integranden sind 0 und ´5

3
. Es ist möglich,

die Cauchysche Integralformel anzuwenden:

´i

ż

|z|“1

1

zp5 ` 3zq dz “ ´i

ż

|z|“1

p5 ` 3zq´1

z
dz ;

denn die Funktion p5 ` 3zq´1 ist analytisch auf einer Umgebung des Ein-
heitskreises, z.B. in der offenen Kreisscheibe |z| ă 4

3
.

Die Cauchysche Integralformel kann angewendet werden:

´i

ż

|z|“1

p5 ` 3zq´1

z
dz “ ´i ¨ 2πi

`

p5 ` 3zq´1
˘

|z“0
“ ´i ¨ 2πi ¨ 1

5
“ 2π

5
.

Antwort:
ż

2π

0

1

5 ` 3eit
dt “ 2π

5
.



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Falsch.
Mit |x` iy|2 “ upx, yq ` ivpx, yq gilt upx, yq “ x2 ` y2 und vpx, yq “ 0. Die
C-R-DGL uy “ ´vx ergibt die Aussage 2y “ 0, was für z “ i falsch ist.

b) Wahr.
Es ist mit x ` iy “ z zunächst

ln
a

x2 ` y2 ` i argpx ` iyq “ log z

Liegt z in der komplexen oberen Halbebene, so gilt Im log z ‰ 0, d.h. die
Werte log z bei Im z ą 0 liegen im Schlitzgebiet tz1 P C |Re z1 ą 0 oder Im z1 ‰ 0 u.
Man kann nun schreiben

hpx ` iyq “ Replogplog zqq.

Die Komposition log log z ist in der oberen Halbebene analytisch, damit
ist der Realteil harmonisch.

c) Falsch.
Die begrenzenden Kreise |z| “ 1 und |z| “ 2 schneiden sich nicht. Die
begrenzenden Geraden Re z “ 1 und Re z “ 2 haben aber einen Schnitt-
punkt, nämlich den Punkt 8. Bei Möbius-Transformationen sind die Bil-
der von Schnittpunkten wieder Schnittpunkte. Damit ist es nicht möglich,
einen Kreisring mit einer Möbius-Transformation auf einen Streifen abzu-
bilden.

d) Wahr.
Mit der Exponentialreihe ergibt sich

ż

|z|“1

z5e
1

z
2 dz “

ż

|z|“1

z5
8
ÿ

n“0

1

n!
z´2n dz “

ż

|z|“1

z5 ¨ 1

3!
z´6 dz “ 2πi ¨ 1

3!
“ πi

3
.

e) Falsch.
Man wähle fpzq “ z´2 ` z´1. Es gilt Respf, 0q “ 1 ‰ 0, aber f hat bei 0
einen Pol 2. Ordnung.


