Musterlosung Klausur Analysis III f. Ing. vom 21. Juli 2020
1. Aufgabe 9 Punkte
a) Es ist
Av(z,y) = Ugy + 0y, =04+ 0= 0.
b) Weil f analytisch ist, gelten die Cauchy-Riemann-DGL:
uw(l‘7y) = Uy(xﬁU) =2r + ]-a uy(x,y) = _U:c(xvy> = _2y
Integrationen liefern fiir u(zx,y)
u(w,y) =2 + 2+ g(y) = —y* + h(z)

mit noch zu bestimmenden Funktionen ¢ und h.

Alles geht auf mit der Setzung g(y) = —y* + K und h(z) = 2 + 2 + K
mit einer beliebigen Konstanten K. Es ist

flz+iy) =2 =y + 2+ K +i(2zy +v).
Mit f(2) = 3 ergibt sich K = —3. Somit ist
u(z,y) = 2> —y* +x -3,

Es ist nun
flz+iy) =2 —y* +2 -3 +i(2vy +v).

c) Man erkennt z = z + iy und 2? = 2% — y* + 2izy, so dass
f(z)=22+2-3

gilt.



2. Aufgabe 8 Punkte

a) O und — schneiden sich in 1 und —1.
Es kann also nur f(1) =1, f(—1) = —1 oder f(1) = —1, f(—1) = 1 gelten.
O beschreiben wir als Kreis, der durch 1,i, —1 in dieser Reihenfolge lduft,
und — als Kreis durch —1,0, 1. Das Bild von (J ist —, das dann durch
f(1),0, f(—1) festgelegt wird. Weil — von links nach rechts lauft, bleibt
nur f(—1) =1, f(1) = —1.

b) Mit f(z) = 2t ist

cz+d
f)=-1 = a+b=—-c—d, f(-1)=1= —a+b=—c+d,
f0)=i = b=id

— b= —ia, c=ia, d=—a

(f vertauscht die Punkte co und —i.)



3. Aufgabe 11 Punkte

2)
b)

(Bildchen)

«) Die Schnittpunkte mit Pythagoras finden.
B) Zu losen ist .
t+1i=2e"
mit s, € R — also
t+1=2coss+ 2isins.
Es ist sins = %, also s = ¢ und s = %”, mit t = 2coss also t = /3
bzw. t = —/3.
Man hat
le\/§+i, 2’22—\/§+I
Es ist

wy = f(V34+i) = (vV3)? = 3v3und wy = f(—V3+i) = (—V3)? = —3+/3.

Es ist ' ‘ ‘
Ca(t) = 1, Cb(S) = 2ie'.

Schnittpunkt +/3 + i:

Ca(V3) =1 =€, Gy(T) = 2ie' = 2T

I
(]
D

w

also a = 2.

Schnittpunkt —/3 + i:

8w 4m

Co(—V3) =1 =€, G(30) = 21l = 2% = 217,

g = 4?” Das ist ein iiberstreckter Winkel; gleichwertig dazu ist der spitze
Winkel %.

Die Funktion f hat die Ableitung 3(z —i)?. Die Funktion f ist analytisch,.
Die Ableitung ist an den Schnittpunkten ++/3 + i von Null verschieden.

Damit stellt die Funktion f an diesen Schnittpunkten eine winkeltreue
Abbildung dar.

Die Bildkurven f(C,) und f(Cy) schneiden sich in w; also mit dem Win-

kel oy = 2?” und in we mit dem Winkel ap = %.



4. Aufgabe 12 Punkte

a) Skizzen von G und H
b) Die Verpflanzungsabbildung f entspricht im R? der Abbildung
(z,y) = (2" — ", 2zy).
Fiir die Funktion U mit U = wo f~! gilt mit 2 < 0:
u(z,0) = 2* = U(2?,0) u(z,z) = —da® = U(0, 22%)
Die Funktion U 16st das Randwertproblem

AU(z,y) =0 fir (z,y) € H,
U(#,0) =7 fiir &> 0
U(0,§) = —2j fir § > 0.

¢) Mit dem Ansatz
U(%,§) = A7 + Bj

findet man sofort A =1 und B = —4 und damit

U(‘%ag) =T - 2?)
d) Mit u = U o f findet man die Losung des gestellten Randwertproblems:

u(z,y) = U(z® —y*, 2zy) = 2 — y* — 4ay.



5. Aufgabe 10 Punkte

a) Der Kreis |z —i| = § liegt in der oberen Halbebene und damit vollsténdig
im Analytizitdtsgebiet des komplexen Logarithmus log z.

Damit liefert C.I.F.:

. =2mi-(Inl+iargi) = 27i-if = —7°.

|z=i

1
f ngdz=27ri-(logz)

zZ—1
|2—il=3
b) Es gilt
2T 1 2m s it ) -1 1
f .dt:J € .-ieltdtz—if - dz=—if—dz
o D+ 3elt o D+ 3et 5+ 3z z(5 + 3z)

|z[=1 |z[=1

Die Nullstellen des Nenners des Integranden sind 0 und —g. Es ist moglich,
die Cauchysche Integralformel anzuwenden:

-1
= f L TR f B3 ..
z(5 + 3z) z

|z|=1 |z|=1
denn die Funktion (5 + 32)~! ist analytisch auf einer Umgebung des Ein-
heitskreises, z.B. in der offenen Kreisscheibe |z| < 3.

Die Cauchysche Integralformel kann angewendet werden:

5+ 32)7! 12
—i f wdzz—i~2ﬂi((5+3z)_l) :—i-2wi-g=§.

- |z=0
|z[=1

Antwort:

27 1 2
J _qt = &
o D+ 3et 5



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Falsch.
Mit |z +iy|* = u(x,y) +iv(z,y) gilt u(z,y) = 2>+ y* und v(z,y) = 0. Die
C-R-DGL u, = —v, ergibt die Aussage 2y = 0, was fiir z = i falsch ist.

b) Wahr.
Es ist mit x + iy = z zunéchst

In\/2% 4+ y? + iarg(z + iy) = log 2

Liegt z in der komplexen oberen Halbebene, so gilt Imlog 2 # 0, d.h. die
Werte log z bei Im z > 0 liegen im Schlitzgebiet {z' € C|Re 2z’ > 0 oder Im 2" # 0 }.

Man kann nun schreiben
h(z + iy) = Re(log(log 2)).

Die Komposition loglog z ist in der oberen Halbebene analytisch, damit
ist der Realteil harmonisch.

c) Falsch.
Die begrenzenden Kreise |z| = 1 und |z| = 2 schneiden sich nicht. Die
begrenzenden Geraden Rez = 1 und Rez = 2 haben aber einen Schnitt-
punkt, ndmlich den Punkt co. Bei M6bius-Transformationen sind die Bil-
der von Schnittpunkten wieder Schnittpunkte. Damit ist es nicht moglich,
einen Kreisring mit einer Mébius-Transformation auf einen Streifen abzu-

bilden.

d) Wahr.
Mit der Exponentialreihe ergibt sich

! “1 1 1 7
J 2Pez dz = J Z5Z—zf2ndz= f P —2 Az =2711 = = —.
|z]=1

|2=1 z[=1

e) Falsch.
Man withle f(2) = 272 + 27!, Es gilt Res(f,0) = 1 # 0, aber f hat bei 0
einen Pol 2. Ordnung.



