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Allgemeine Hinweise:
e Es sind keinerlei Hilfsmittel erlaubt.

e Benutzen Sie einen dokumentenechten Stift in der Farbe schwarz oder blau. Insbesondere also
keinen Bleistift, sondern einen Kugelschreiber.

e Beschriften Sie jedes Blatt mit ihrem Vor- und Nachnamen und ihrer Matrikelnummer.

e Falls es in der Aufgabenstellung nicht explizit ausgeschlossen wird, so sind alle Ant-
worten zu begriinden! Antworten ohne Begriindung erhalten 0 Punkte.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1: Turing-Maschinen (3 + 3 + 3 Punkte)

Betrachten Sie die deterministische Turing-Maschine
M = ({z0, 21, 22,23}, {a, b}, {a,b,00},6, 20,0, {23}),

wobei § wie folgt definiert ist:

a:a, R

CIE Z}}?? o, K O:0,N
ca, L
b:b,L

(a) Halt M auf dem Eingabewort aba?

(b) Auf wievielen verschiedenen Bandzellen befindet sich der Leseschreibkopf von M maximal
bei einer beliebigen Eingabe x € {a,b}*?

(c) Ist die von M akzeptierte Sprache T (M) entscheidbar?

Losung

(a) Die Konfigurationsfolge von M auf der Eingabe aba lautet
zoaba Fi; aziba -}y abzoa iy aziba by ...

Da die Konfiguration aziba zweimal auftaucht, halt M auf aba also nicht.

(b) Der Leseschreibkopf befindet sich bei jeder Eingabe auf maximal 3 Zellen. Wenn M hilt,
dann wurde der Kopf hochstens zweimal nach rechts bewegt. Wenn M nicht halt, dann
bewegt sich der Kopf immer zwischen der zweiten und dritten besuchten Zelle hin und her.

(c¢) Ja. Die TM M akzeptiert nur Worter der Liange 2. Also ist T'(M ) = {aa, ab, ba,bb} endlich
und damit entscheidbar (sogar regulér).
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Aufgabe 2: Die Komplexitiatsklasse P (5 + 5 Punkte)

Im Folgenden sei X ein endliches Alphabet und A, B C ¥* seien zwei Sprachen in P.

Begriinden Sie fiir die beiden folgenden Sprachen, dass diese auch in P liegen (eine informelle
algorithmische Beschreibung ist hierbei ausreichend).

(a)
(b)

AUB
X\ A)N(X*\ B)

Losung

Im Folgenden sei M4 eine DTM, die A in polynomieller Zeit p4 entscheidet, und sei Mpg eine

DTM, die B in polynomieller Zeit pp entscheidet (pa, pp seien zwei Polynome). Diese existieren
nach Voraussetzung, da A und B in P liegen.

(a)

(b)

Eine DTM M, die AU B entscheidet, arbeitet wie folgt: Bel Eingabe w € ¥*, simuliert M
zunachst M4 auf w. Falls M4 akzeptiert, so akzeptiert M die Eingabe w, denn dann gilt w €
A, alsow e AU B.

Falls M, das Wort w ablehnt, dann wird Mp auf w simuliert. Falls nun Mp akzeptiert,
so akzeptiert auch M, da w € B, also w € A U B. Ansonsten lehnt M das Wort w ab,
dawé& Aund w ¢ B, also w € AU B.

Fiir jede Eingabe w gilt timey;(w) € O(pa(lw|) + pp(lw|)). Somit hat M polynomielle
Laufzeit.

Eine DTM M, die (X*\ A) N (X*\ B) entscheidet, arbeitet wie folgt: Bei Eingabe w € ¥*,
simuliert M zunéachst M4 auf w. Falls M4 akzeptiert, so lehnt M die Eingabe w ab, denn
dann gilt w € A, also w & ¥* \ A und somit w ¢ (X*\ A) N (Z* \ B).

Falls M, das Wort w ablehnt, dann wird Mp auf w simuliert. Falls nun Mp akzeptiert, so
lehnt M ab, da w € B, also w ¢ ¥* \ B und somit w & (X*\ A) N (X* \ B). Ansonsten
akzeptiert M das Wort w, da w &€ A und w € B, also w € (X*\ A)N (Z*\ B).

Fiir jede Eingabe w gilt timeys(w) € O(pa(lw|) + ps(lw|)). Somit hat M polynomielle
Laufzeit.
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Aufgabe 3: Transitivitit von Polynomzeitreduktionen (4-+4 Punkte)

Im Folgenden seien ¥ und II zwei endliche Alphabete. Betrachten Sie die folgenden beiden
Reduktionstypen.

Definition 1. Eine Sprache A C X* heilst linearzeit-reduzierbar bzw. quadratzeit-reduzier-
bar auf eine Sprache B C IT* (in Zeichen A an B bzw. A <}, B) genau dann, wenn es eine
totale, in linearer Zeit (O(|z|) fiir jedes z € *) bzw. quadratischer Zeit (O(|z|?) fiir jedes z € ¥*)
berechenbare Funktion f : ¥* — II* gibt, sodass gilt:

(a)
(b)

VeeX:ze As f(x) € B.

Begriinden Sie die Transitivitat fiir einen der beiden Reduktionstypen.

Argumentieren Sie kurz (in 2-3 Séitzen), warum Transitivitiat im Kontext des Vollstandig-
keitskonzepts eine sinnvolle Eigenschaft fiir Reduktionen ist.

(a)

Losung

Wir zeigen, dass <! transitiv ist.

Seien dazu A C ¥%, B C ¥ und C' C X7 Sprachen, sodass A <! Bund B <! C. Sei f:
* — X% die Reduktionsfunktion fiir A <f, B und sei g : ¥3 — ZF die Reduktionsfunktion

fiir B <, C. Wir zeigen A <! C. Als Reduktionsfunktion wihlen wir go f : ¥% — X%

Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle z € X7, dass

reAs f(e)eB s g(f(x)) eC.

Aulterdem ist go f total (da f und g total sind) und ¢( f(z)) kann in O(|z|+|f(z)|) = O(|z|)
Zeit berechnet werden, da |f(x)| € O(|x|).

Um die Vollstandigkeit einer Sprache A fiir eine Klasse zu zeigen, reicht es dank Transitivitat
aus, von einer vollstandigen Sprache B auf A zu reduzieren. Da sich alle Sprachen der Klasse
auf B reduzieren lassen, kann man dann auch jede Sprache auf A reduzieren. Man muss
somit nicht jede Sprache der Klasse einzeln auf A reduzieren.
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Aufgabe 4: Polynomzeitreduktion (44-2+3+3 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Probleme.

HAMILTONPFAD
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es einen Pfad in GG, der jeden Knoten aus V' genau einmal enthalt?

HAMILTONKREIS
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es einen Kreis in (G, der jeden Knoten aus V' genau einmal enthalt?

Geben Sie eine Polynomzeitreduktion f von HAMILTONPFAD auf HAMILTONKREIS an, indem Sie

(a) einen Knoten zum Eingabegraph hinzufiigen und diesen geeignet mit den restlichen Knoten
verbinden,

begriinden, dass f in Polynomzeit berechnet werden kann,

zeigen, dass fiir alle Graphen G gilt: G € HAMILTONPFAD = f((G) € HAMILTONKREIS und

A~ ™~
/A o T
S N S

zeigen, dass fiir alle Graphen G gilt: f(G) € HAMILTONKREIS = G € HAMILTONPFAD.

Losung

(a) Sei G = (V,E) mit |V| = n. Wir definieren f(G) := G’, wobei G’ durch Hinzufiigen eines
neuen Knotens v zu G entsteht, wobei wir v mit allen Knoten in G durch eine Kante
verbinden.

(b) Um f(G) zu erzeugen, muss nur der neue Knoten v mit allen n urspriinglichen Knoten in G
verbunden werden. Dies lasst sich in O(n) Zeit berechnen.

(¢) Seien vy, ...,v, die Knoten auf einem Hamiltonpfad in G. Dann existieren also die Kan-
ten {vy,v2}, {va,v3},...,{vn-1,vn} in G und somit auch in G'. Auferdem enthilt G’ per
Definition in (a) die Kanten {v,,, v} und {v;,v}. Also existiert ein Hamiltonkreis vy, ..., v,,v
in G'.

(d) Seien vy,...,v,,v die Knoten auf einem Hamiltonkreis in G'. Dann existieren also die Kan-
ten {vy,v2},{ve,v3},...,{vn, v} und {v,v1} in G'. Also enthilt G die Kanten {vy,v2},. .., {vn_1,vn}
und somit einen Hamiltonpfad auf den Knoten vq,.. ., v,.
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Aufgabe 5: Vermischtes zu Komplexititsklassen (2 + 2 + 2 + 5 Punkte)

(a)
(b)

Geben Sie eine Definition der Klasse NP an (ohne Begriindung).

Beschreiben Sie kurz und informell einen Algorithmus, der zeigt, dass SAT € PSPACE.

SAT

Eingabe: Aussagenlogische Formel F'.

Frage: Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine {0, 1}-wertige Belegung der in F' verwendeten
Booleschen Variablen derart, dass F' zu wahr (d.h. 1) ausgewertet wird?

Beschreiben Sie kurz und informell einen Algorithmus, der zeigt, dass TAUT € PSPACE.

TAUT

Eingabe: Aussagenlogische Formel F'.
Frage: Ist F eine Tautologie, d.h. wird F' fiir alle {0, 1}-wertigen Belegungen der in F
verwendeten Booleschen Variablen zu wahr (d.h. 1) ausgewertet?

Geben Sie ein Inklusionsdiagramm an, das die Klassen P, PSPACE, coNP, DTIME(n?) und
NP enthalt, und begriinden Sie die angegebenen Inklusionen.

(a)
(b)

Losung

NP := Uy»; NTIME(n*)

Sei n die Anzahl der Variablen in F'. Probiere jede der 2" moglichen Variablenbelegungen aus
und setze diese in F' ein. Falls F' fiir mindestens eine Belegung erfiillt wird, so akzeptiere F'.
Sonst lehne ab. Hierbei benutzen wir n Bandzellen zum Speichern der aktuellen Belegung
und tberschreiben diese jedes mal mit der nachsten Belegung. Der Platzbedarf ist also
in O(n + |F'|), wobei |F| die Lange der Kodierung von F ist.

Analog zu (b): Probiere jede der 2™ moglichen Variablenbelegungen aus und setze diese
in F' ein. Falls F' fiir alle Belegungen erfiillt wird, so akzeptiere F'. Sonst lehne ab. Der

Platzbedarf ist O(n + |F|).
Es gilt DTIME(n?) C P = UkZl DTIME(n*).
Es gilt P C NP, da jede DTM auch eine NTM ist.

Es gilt P C coNP, da coP = P. Sei L € P, dann gilt auch L € P, also L € NP und
somit L € coNP.

Es gilt NP € PSPACE. Eine DTM kann alle moglichen Zertifikate polynomieller Lange
ausprobieren und jeweils in polynomieller Zeit {iberpriifen. Falls ein verifiziertes Zertifikat
existiert, wird die Eingabe akzeptiert. Dafiir benotigt sie auf dem Band nur polynomiell viele
Zellen fiir das aktuelle Zertifikat, sowie hochstens polynomiell viele Zellen zum Verifizieren.

Es gilt coNP C PSPACE (analog zu NP C PSPACE). Falls alle Zertifikate verifiziert wur-
den, so wird die Eingabe akzeptiert. Dafiir benotigt sie auf dem Band nur polynomiell viele
Zellen fiir das aktuelle Zertifikat, sowie hochstens polynomiell viele Zellen zum Verifizieren.




