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Lösungen zum Rechenteil der Februar-Klausur

1. Aufgabe

y′ =
1

x
y + 5 – linear,

yh = ce
R

dx

x = celn x = cx, c ∈ R,

y = cx
∫

5 dx
cx = 5x lnx + c̃x, c̃ ∈ R,

y(1) = 3 =⇒ c̃ = 3,

y(x) = 5x lnx + 3x.

2. Aufgabe

Die Eigenwerte:
∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ 3

−3 7 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 − λ)(7 − λ) + 9 = 7 − 8λ + λ2 + 9 = λ2 − 8λ + 16 = 0 =⇒

λ1,2 = 4.

Eigenvektoren zu λ1,2 = 4:
(

1 − 4 3

−3 7 − 4

)(

u1

u2

)

=

(

0

0

)

=⇒
(

−3 3

−3 3

)(

u1

u2

)

=

(

0

0

)

=⇒

u1 = u2, also z.B.

(

1

1

)

.

Wir müssen noch einen Hauptvektor suchen.
(

−3 3

−3 3

)(

w1

w2

)

=

(

1

1

)

=⇒ w2 =
3w1 + 1

3
, z.B.

(

0
1
3

)

.

~xh(t) = e4t

(

c1

(

1

1

)

+ c2

((

0
1
3

)

+ t

(

1

1

)))

.

Ansatz für eine partikuläre Lösung: ~xp(t) =

(

a

b

)

.

(

0

0

)

=

(

1 3

−3 7

)(

a

b

)

+

(

1

−3

)

,

(

1 3

−3 7

)(

a

b

)

=

(

−1

3

)

=⇒
(

1 3

0 16

)(

a

b

)

=

(

−1

0

)

=⇒ b = 0, a = −1.
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~x(t) = e4t

(

c1

(

1

1

)

+ c2

((

0
1
3

)

+ t

(

1

1

)))

+

(

−1

0

)

.

3. Aufgabe

y(x) = c1 cos x + c2 sinx, y′(x) = −c1 sinx + c2 cosx.

y(0) − y′(0) = c1 − c2 = 1, γy(π) − y′(π) = −γc1 + c2 = 0.
(

1 −1

−γ 1

)(

c1

c2

)

=

(

1

0

)

Bei γ = 1 ist die Determinante der Matrix gleich Null,

und das RWP ist unlösbar.

Sonst gibt es eine eindeutige Lösung :

y(x) =
1

1 − γ
cos x +

γ

1 − γ
sinx.

4. Aufgabe

L[x](s) =: X(s), L[ẍ](s) = s2L[x](s) − sx(0) − ẋ(0) = s2X(s) − s + 3,

s2X(s) − s + 3 − 9X(s) = 6e−3s,

X(s2 − 9) = 6e−3s + s − 3,

X =
6e−3s

s2 − 9
+

1

s + 3
,

1

s2 − 9
=

1

6

(

1

s − 3
− 1

s + 3

)

,

e−3s

(

1

s − 3
− 1

s + 3

)

= e−3sL[e3t − e−3t](s) = e−3sL[2 sinh(3t)](s) =

= L[2u3(t) sinh(3(t − 3))](s),

x(t) = 2u3(t) sinh(3t − 9) + e−3t.
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5. Aufgabe

tut = uxx, 0 < x < π, t > 1

ux(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 1) = 7 cos
(

3x
2

)

.

Ansatz: u(x, t) = X(x)T (t) =⇒ tX(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t),

tT ′(t)

T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= λ.

X ′′(x) = λX(x), X ′(0) = X(π) = 0:

I) λ > 0 : X(x) = c1e
√

λx + c2e
−
√

λx,

X ′(x) = c1

√
λe

√
λx − c2

√
λe−

√
λx.

X ′(0) = c1

√
λ − c2

√
λ = 0 =⇒ c1 = c2.

X(π) = c1e
√

λπ + c2e
−
√

λπ = c1e
√

λπ(1 + e−2
√

λπ) = 0

=⇒ c1 = c2 = 0 =⇒ X(x) ≡ 0.

II) λ = 0 : X(x) = c1 + c2x, X ′(x) = c2.

X ′(0) = c2 = 0, X(π) = c1 = 0 =⇒ X(x) ≡ 0.

III) λ < 0 : X(x) = c1 cos
√
−λx + c2 sin

√
−λx,

X ′(x) = −c1

√
−λ sin

√
−λx + c2

√
−λ cos

√
−λx,

X ′(0) = c2

√
−λ = 0 =⇒ c2 = 0,

X(π) = c1 cos(
√
−λπ) = 0 =⇒ c1 = 0 oder

√
−λπ = π

2 + πn, n ∈ N0.

Nichttriviale Lösungen Xn(x) = cn cos((n + 1
2)x)

gibt es also für λn = −(n + 1
2)2, n ∈ N0.

T ′
n(t) =

λn

t
Tn(t) =⇒ Tn(t) = c̃nt−λn =⇒

un(x, t) = ĉnt−(n+1/2)2 cos((n + 1
2)x) für alle n ∈ N0

sind Lösungen der PDG, die die Randbedingungen erfüllen.

u(x, t) = 7t−9/4 cos
(

3x
2

)

für n = 1 erfüllt auch die Anfangbedingung.
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