Musterlosung Rechenteil — DGL, 20. Februar 2008

1. Aufgabe 10 Punkte
Aus

0 3-Xx 1[=0
4 0 -\
(B=XN2(=A)—4=-N+6\-9N+4=—-A—-1*A—4) =0

ergeben sich der doppelte Eigenwert 1 und der einfache Eigenwert 4.
1
Eigenraum zum Eigenwert 1 ist span -9 ,

4

der nur Dimension 1 besitzt.
Folglich ist ein Hauptvektor h zu 1 zu suchen:

2 1
02 1 |h=]-=2
4 0

Es ist z.B.

h=1-1

(plus einem reellen Vielfachen des Figenvektors).

1
Eigenraum zu 4 ist span 1

1

Damit konnen wir die allgemeine Lésung anschreiben:

1 1 1 1
gt)=Cre' | —o | +Coe | | =1 | +t| 2| | +Cse |1
4 0 4 1



2. Aufgabe
Fiir Y (s) := L[y](s) gilt

12
(%Y (s) + 5= 2) +3(sY () + 1) +2Y(s) = - + 5
12
(524—38—1—2)}/(3)4—34—1:;4_?
12
2
35+2)Y(s) = —s—1+—+ —
(5" +3s+2)¥(s) = —s —1+ -+ 5
—83—82—0—3—0—2
2

(s> +35+2)Y(s) = -

—83—82+s—|—2

Y(S) = (82+3S+2)82

10 Punkte



3. Aufgabe 10 Punkte

w =%y, (0<x<m)
u(z,0) = =1 — 2 cos 2z,
ug(0,1) =
ug(m, t) =

Ansatz: u(z,t) = X (2)T(t), = X(2)T'(t) = 9X"(2)T(t) = LU = X,

Die linke Seite ist nur von ¢ abhéngig, und die rechte nur von z, also sind die
beiden Seiten konstant (= —\). Das liefert die folgenden DGLn:

T'(t) = =\9T(t) = T =cie .
X"(z) = -AX(z), X'(0)=X'(7) =0,

a) A< 0: X(x) = cyeV ™ +c5e7V=2 Mit den gegebenen Randbedingungen
bekommen wir ¢co =c3 =0 = X =0.

b) A=0: X(x) = cor + g, X'(x) = . Mit den gegebenen Randbedingun-
gen bekommen wir c; =0 = X(z) = ¢.

) A=k*>0: X(z) = cpcoskx+czsinkx, X'(z) = —cok sin kx+czk cos kx,
X'(0)=c3k=0(k#0) = c3=0.
X'(m) = —coksinkr =0 (k#0) = cy=0o0der k=n, ne€ N,n > 0.

Also haben wir zu jedem n € N eine Losung

—(3n)2%t

un(z,t) = aye cos nx,

und mit Superposition und ag := ¢q erhalten wir
o o
_ 2 _ 2
u(z,t) = co + E ane” M cosnz = E ane” M cos na.
n=1 n=0

Jetzt miissen wir die Koeffizienten a,, so wéhlen, dass diese Losung die Anfangs-
bedingung erfiillt:

—1 —2cos2x = u(z,0) Zancosnz

Damit folgt
ag=—1, az=-2 und a, =0 firneN\{0,2}.
Mit diesen Koeffizienten bekommen wir die Losung des AWPs:

u(z,t) = —1 — 2e% cos 2.



4. Aufgabe 10 Punkte

Die Laplace-Gleichung innerhalb der punktierten Kreisscheibe wird wegen
A (rMe?) = (I(1 = 1) + 1 = 1?)rl1=2e% = 0.

von den Ansatzfunktionen 7!l fiir jedes | € Z gelost. Der Ansatz lautet also

[e.e]
u(rcos @, rsinp) = E el

l=—00
Damit bleibt nur noch die Anpassung an die vorgegebene Randfunktion. Es ist

allgemein
—22% 4+ 22 = —2r% cos® v + 2r cos .

Die Koeffizienten ¢; sind so zu bestimmen, dass fiir r = 1
o
g cel? = —2cos? p + 2 cos .
1=0

Wegen el'¢ = cos lp+i sin [ miissen wir die rechte Seite in die Form ,,cos [, sin l¢*
bringen:
—2cos® p = —1 — cos 2¢p

— 1 L (P o)
2cosp = €'¥ e ¥

also ist

Z Cleilgp - 1 % (e2i<p + e—2igp) + eigp + e—igp
l=—o0
= 0—2:_%7 C_1:1, 60:_1a C1 :]-7 Co = —3,
¢ =0fiirleZ\ {~2,-1,0,1,2}.

Der fiir u gemachte Ansatz fithrt dann auf

u(rcosg, rsing) = —irle ¥ qre ¥ —1+4re¥—1r%e®¥ = —142r cos p—r® cos 2¢.

In kartesischen Koordinaten: 5 5
u(z,y) =—-1+2z—z°+y



