Musterlosung Rechenteil — DGL, 09. April 2008

1. Aufgabe
Aus

10 Punkte

2—-X -2 0
2 -x 0 |=0
4 -2 —1-A

= (-1 -M)PA=2)+1]=- A+ DN =22 +1]=—-A+1)(A—1)?

ergeben sich die Eigenwerte A\ = —1 und \y = A3 = 1.
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Figenraum zum Eigenwert —1 ist span 0 . 2 P.
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Eigenraum zum Eigenwert 1 ist span 21 7- 1P
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Dieser Eigenraum besitzt nur Dimension 1, folglich ist ein Hauptvektor A zum
Eigenwert 1 zu suchen:

I 1
2 —1 h=12
4 —2 -2 0

Es ist z.B.

1
h=10 2 P.
2

(plus einem reellen Vielfachen des Eigenvektors).

Damit konnen wir die allgemeine Losung anschreiben:

1 1 1
g(t) = Cie' | 2 | + Cye’ ol +t]2 +Cse ' l0ol. |3P.
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2. Aufgabe 10 Punkte
Fiir Y (s) := L[y](s) folgt aus der DGL
(s*Y (s) = 5) = 2(sY (s) = 1) +Y(s) = 2™
(s —=25s+1)Y(s)—s+2=2e"° |3 P.

Damit ist 5 5
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Es gilt
2
e’ o1 =e L [2te'] = L[2(t — 1) uy(t)] |2 P.
1 1 B ¢ ¢
o (3—1)2_5[6 te']. [2P

Somit hat man fiir y(t)

y(t) = e —te" +2(t — e uy(t) |1 P.




3. Aufgabe 10 Punkte

ug(x,0) =8sin2zx (0 <x <m).

Ansatz: u(z,t) = X (2)T(t) = 2X"(2)T(t) = X(2)T'(t) = 58 = X,

Die linke Seite ist nur von ¢ abhéngig, und die rechte nur von z, also sind die
beiden Seiten konstant (= —\). Das liefert die folgenden DGLn:

T'(t) = —2\T(t),
X"(x) ==-2X(z), X(0)=X(r)=0. |2 P.

Fiir T'(t) bekommen wir

T(t) =cie™. |1 P.

Nun die Fallunterscheidungen fiir mogliche Werte von A:

a) A< 0: X(x) = coeVM4e5e7V 2 Mit den gegebenen Randbedingungen
bekommen wir ¢ =3 =0 = X(z)=0. |1P.

b) A=0: X(z) = cax+c¢o. Mit den gegebenen Randbedingungen bekommen
wirceo=c3=0 = X(x)=0. |1P.

) A=k*>0: X(z) =cycoskx + czsinkz, X(0) =0 = ¢, = 0.

X(m)=c3sinkr =0 = ¢3=0o0derk=n, neNn>0. |2P.

Also haben wir zu jedem n € N eine Losung

—om2t .
Un(2,t) = ane” " 'sinnz,
und mit Superposition erhalten wir
o o
—on2t . _om2¢+ .
u(z,t) = E ane” " tsinne = E ae” " tsinne. |1 P.
n=1 n=1

Jetzt miissen wir die Koeffizienten a,, so wéihlen, dass diese Losung die Anfangs-
bedingung erfiillt:

uy(x,0) = Z(—2n2an) sinnzr. =8sin2x (0 <z <),

n=1



Damit folgt
as=—1 und a, =0 firne N\ {2}

Mit diesen Koeffizienten bekommen wir die Losung des AWPs:

u(z,t) = —e ®sin2z. |2 P.

4. Aufgabe 10 Punkte

a) Mit Au = uyy + Uy, ist

A(l)=0, Az=Ay=0,
A@@? —y*)=2-2=0, A(zy)=0. |3 P.

b) Die Superposition der fiinf Funktionen ist

u(z,y) = A+ Bx+ Cy + D(2* —y?) + Exy, |1 P.

wobei die Konstanten A, B, C, D und E durch die Randbedingungen
bestimmt werden:

uw0,y)=A+Cy—Dy’=—y> = A=0, C=0, D=1,
u(x,O):Bz%—Dﬁ;zz — B=0, D=1,

auf der Hypotenuse von D :
u(z,1 —2)=A+Br+C(1—2z)+ D(z* - (1 —2)*) + Ex(1 —2)
=2 —1+FEx(l—2)=—-F*+(E4+2z—1=2"-1 = E=-2
5 P.

Damit ist

u(z,y) =2 —y* —2zy |1P.




