1. Aufgabe (11 Punkte)

Bestimmen Sie zu den folgenden Differentialgleichungen zunéchst die allge-
meine Losung und 16sen Sie dann das Anfangswertproblem.
a) ¥ =327 y#0;  y(l) =3

b) ¥ =2y+1, x> 0; y(1) = 0.

3 [UPR] - [y [32de - L=+ o[TPK]
= y(z) = — ' ist die allgemeine Lsung.

Y =1 o PR e em 3

= y(x) = —= lost das AWP. |1 Pkt

b) Allgemeine Losung der homogenen Gleichung;:

yn(z) = cel =4 = e [1 Pht| = ca?.[1 P]

Variation der Konstanten:

y(x) = c(x)2® = y(x) = (2)2? + 2(z)x.[1 Pkt]

Einsetzen:

d(x)x?+2c(x)z = 2¢(z)z+1 = d(z) = 5 = c(z) =—-1+k
= y(z) = c¢(x)a? = —z + kz? ist die allgemeine Losung.

y(1) =0 < k=1. Losung des AWP ist y(z) = —z + 22.[1 Pkt
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2. Aufgabe (9 Punkte)

Berechnen Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir das lineare DGL-System

—/ ]- _3 —
und geben Sie die allgemeine Losung an.

Losung:

Eigenwerte der Matrix bestimmen:

det( IS > —(1-A\2+9=0[1Pkt] & Ao=1£3i
Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1 + 3::

( —332' _—;@_ )5:0 S v =iy < T= ( i > 1 Pkt
Komplexe Losung:

(1) = eMPF = eI+307 ( i ) = e”(cos 3z +1sin 3z) ( i ) 1 Pkt

Reelles Fundamentalsystem:

7.(z) = Regju(z) = & ( st ) [1Pkt], g(2) = Imgis(z) = € ( cos 3 ) 1 Pkt

cos 3x sin 3x

Allgemeine reelle Losung:

_, S S . [ —sin3x . [ cos3x
ylx) = caiji(x) + cip(x) = cre ( ) + e ( sin 31 ) 1 Pkt



3. Aufgabe (9 Punkte)

Bestimmen Sie alle Gleichgewichtslosungen des nicht-linearen DGL-Systems

z(y —2)
= (z+1)(1—y)

Welche Gleichgewichtslosungen sind asymptotisch stabil? Welche sind insta-
bil?

Losung:
1. Gleichung: z(y —2) =0 = z=0Vy=2.
2. Gleichung: (z+1)(1—-y)=0 = z=—-1Vy=1

Gleichgewichtslosungen sind also

(z1,91) = (0,1) und (2, y2) = (_172)'

Diese und nur diese GGL bestimmt:

Funktionalmatrix: F'(z,y) = ( 311:?3 _(xx—'— 1) )

—

F'(0,1) = ( _01 _01 ) Die Eigenwerte sind Ao = —1 <0,
also ist die GGL (0, 1) asymptotisch stabil.
F'(=1,2) = ( _01 _01 ) Beide Punkte richtig eingesetzt:

Eigenwerte bestimmen:

det< :i :i > =M —-1=0 & M\o==41.|1Pkt|
A =1>0 = die GGL (—1,2) ist instabil.[1 Pkt |



4. Aufgabe (11 Punkte)
Betrachtet wird das folgende Eigenwertproblem:

a)

b)
c)

y'+xy=0, 3(0)=0, y(3)=0.

Geben Sie fiir A < 0, fiir A = 0 und fiir A > 0 jeweils die allgemeine
reelle Losung der Differentialgleichung 3” + Ay = 0 an.

Zeigen Sie, dass A = 0 kein Eigenwert ist.

Finden Sie alle positiven Eigenwerte \ sowie jeweils eine zugehorige
Eigenfunktion.

Losung:

a)

A<0: y@) =creV™ 4 eV

A=0: y(z)=cx+co|l Pkt]

A>0:  y(z) =cicosVAz + cysinyv Az

Fir A =0 hat man y(x) = c1x + ¢o und ¢/ (z) = ¢;.

y'(0) =0 < ¢; =0. Also hat man y(z) = c,.

y(5) =0 & c2 = 0. Also folgt y(x) = 0.

Da das RWP nur die triviale Losung hat ist A = 0 kein EW.

Fiir A > 0 hat man y(z) = ¢; cos vV Az + ¢y sin vV Az

und 3/ (z) = —c;vVAsin vV Az + cov/ A cos VAT

y(0) =0 & 2V A=04 ¢y =0. Also folgt y(z) = ¢; cos \/Xx
Yy(2) =0 & cicosVAE =0

Man erhélt nicht-triviale Losungen, falls cos \/X% =0,

also wenn v\ 5 ein ungerades Vielfaches von 7 ist,

d.h. VX eine ungerade natiirliche Zahl.

Die positiven Eigenwerte sind also A, = (2k +1)%, k € Ny ,|1 Pkt]

zugehorige Eigenfunktionen yg(x) = cos(2k + 1)x.



