1. Aufgabe (11 Punkte) a) Da y,(t) = te? Losung der Dgl. ist, muss 2
doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\) = A2 + a1\ + ag
der Dgl. sein. Damit gilt

POA) = M4+ ad+ag=(\—2)2= ) —4)\+ 4,

somit a1 = —4 und ay = 4. Da 2 doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ist, haben wir als weitere Losung der Dgl. y»(t) = 2!, Die
allgemeine Losung der Dgl. ist somit:

y(t) = cran(t) + caya(t) = crte? 1+ coe?t

wobei ¢, co Konstanten sind.
b) Da y;(t) = ¥ cost Losung der Dgl. ist, miissen A;» = 3 &+ i (einfache)
Nullstellen des charakteristischen Polynoms sein. Fiir die Inhomogenitét

f(t) = e¥sint = Im e®+)!
lautet damit der Ansatz fiir die spezielle Losung;:

Yp(t) = te’'(Acost + Bsint).



2. Aufgabe (8 Punkte) Es gilt

/0 cos (t — 7)y(T)dT = (cost x y)(t).

Mit dem Faltungssatz folgt

c{ | eostt = nitrrar| (9 = icostis) 2l = LDl

s24+1

Mit dem Differentiationssatz gilt nun

L[y" — (cost x y)](s)

S

= "Lyl(s) —y" — 59/ (0) = s*y(0) — T EWIG)
= (33 2 i 1) Lly](s) — 1 — 25 — 35>
écwmgzsig

Fiir die Laplace-Transformierte ergibt sich

qm@y:G?—gii)4<si3+1+%+3§).




3. Aufgabe (10 Punkte)

Eigenwerte der Matrix bestimmen:

a— A 2a
det(Ay — A\E) = det ( 0 20—\ )
:(a—)\)(Qa—)\)—2a2:)\2—3a)\;0,

Wir erhalten die EW

A1 =0 Xy = 3a, insbesondere Re \; = 0, Re \y = 3a.

Die Gleichgewichtslosung @ = 0 ist instabil, falls o > 0.
Sie ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil , falls & < 0 (A\; = 0 ist einfacher

Sei nun a = 0.
Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 0:

Al = (8 8)17:0 &  beliebig .

Die geometrische Vielfachheit von A; = 0 ist also 2, damit gleich der alge-
braischen Vielfachheit 2 (A\; = 0 ist doppelter EW). Daher ist die Gleichge-
wichtslosung stabil, aber auch nicht asymptotisch stabil).



4. Aufgabe (11 Punkte) Mit dem Ansatz fiir u(z,t) gilt

Za sin (kz) und g, (x,t) Zkzak sin (kz).
k=1

Einsetzen in die partielle Differenzialgleichung ergibt

Z ay(t) sin (kz) = w(z,t) = tum(x t) Z k*tay(t) sin (kx).

k=1 k=1

Koeffizientenvergleich ergibt
a)(t) = —K*tag(t).

Die allgemeine Losung dieser Dgln. lautet

ar(t) = Cpexp (—kz/tdt) = Cke_k2t2/2

mit Konstanten C}.

Mit der Anfangsbedingung u(z,0) = f(x) folgt

Zak sin (kx) = u(z,0) Zk‘ sin (kx),

und somit Cy = a(0) = k2. Insgesamt ergibt sich ay(t)
damit

o 1242
= k=27 %"/2 und

Z ai(t)sin (kz) = Z k2P 2 gin (k)
k=1



