
1. Aufgabe (11 Punkte) a) Da y1(t) = te2t Lösung der Dgl. ist, muss 2
doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms P (λ) = λ2 + a1λ + a0

der Dgl. sein. Damit gilt

P (λ) = λ2 + a1λ + a0 = (λ − 2)2 = λ2
− 4λ + 4,

somit a1 = −4 und a0 = 4. Da 2 doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms ist, haben wir als weitere Lösung der Dgl. y2(t) = e2t. Die
allgemeine Lösung der Dgl. ist somit:

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t) = c1te
2t + c2e

2t,

wobei c1, c2 Konstanten sind.
b) Da y1(t) = e3t cos t Lösung der Dgl. ist, müssen λ1,2 = 3 ± i (einfache)
Nullstellen des charakteristischen Polynoms sein. Für die Inhomogenität

f(t) = e3t sin t = Im e(3+i)t

lautet damit der Ansatz für die spezielle Lösung:

yp(t) = te3t(A cos t + B sin t).



2. Aufgabe (8 Punkte) Es gilt

∫ t

0

cos (t − τ)y(τ)dτ = (cos t ∗ y)(t).

Mit dem Faltungssatz folgt

L

[
∫ t

0

cos (t − τ)y(τ)dτ

]

(s) = L[cos t](s)L[y](s) =
s

s2 + 1
L[y](s).

Mit dem Differentiationssatz gilt nun

L[y′′′
− (cos t ∗ y)](s)

= s3
L[y](s) − y′′

− sy′(0) − s2y(0) −
s

s2 + 1
L[y](s)

=

(

s3
−

s

s2 + 1

)

L[y](s) − 1 − 2s − 3s2.

!
= L[e3t](s) =

1

s − 3
.

Für die Laplace-Transformierte ergibt sich

L[y](s) =

(

s3
−

s

s2 + 1

)

−1 (

1

s − 3
+ 1 + 2s + 3s2

)

.



3. Aufgabe (10 Punkte)

Eigenwerte der Matrix bestimmen:

det(Aα − λE) = det

(

α − λ 2α
α 2α − λ

)

= (α − λ)(2α − λ) − 2α2 = λ2
− 3αλ

!
= 0,

Wir erhalten die EW

λ1 = 0 λ2 = 3α, insbesondere Re λ1 = 0,Re λ2 = 3α.

Die Gleichgewichtslösung ~x = ~0 ist instabil, falls α > 0.

Sie ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil , falls α < 0 (λ1 = 0 ist einfacher
EW).

Sei nun α = 0.
Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = 0:

A0~v =

(

0 0
0 0

)

~v = 0 ⇔ ~v beliebig .

Die geometrische Vielfachheit von λ1 = 0 ist also 2, damit gleich der alge-
braischen Vielfachheit 2 (λ1 = 0 ist doppelter EW). Daher ist die Gleichge-
wichtslösung stabil, aber auch nicht asymptotisch stabil).



4. Aufgabe (11 Punkte) Mit dem Ansatz für u(x, t) gilt

ut(x, t) =

∞
∑

k=1

a′

k(t) sin (kx) und uxx(x, t) = −

∞
∑

k=1

k2ak(t) sin (kx).

Einsetzen in die partielle Differenzialgleichung ergibt

∞
∑

k=1

a′

k(t) sin (kx) = ut(x, t)
!
= tuxx(x, t) = −

∞
∑

k=1

k2tak(t) sin (kx).

Koeffizientenvergleich ergibt

a′

k(t) = −k2tak(t).

Die allgemeine Lösung dieser Dgln. lautet

ak(t) = Ck exp

(

−k2

∫

tdt

)

= Cke
−k2t2/2

mit Konstanten Ck.

Mit der Anfangsbedingung u(x, 0) = f(x) folgt

∞
∑

k=1

ak(0) sin (kx) = u(x, 0)
!
= f(x) =

∞
∑

k=1

k−2 sin (kx),

und somit Ck = ak(0) = k−2. Insgesamt ergibt sich ak(t) = k−2e−k2t2/2 und
damit

u(x, t) =
∞

∑

k=1

ak(t) sin (kx) =
∞

∑

k=1

k−2e−k2t2/2 sin (kx)


