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Lösung Rechenteil

Aufgabe 1:
Eigenwerte der Matrix A:

det(A− ¸I) = det

⎛
⎝

1− ¸ 3 0
0 1− ¸ 0
1 0 −2− ¸

⎞
⎠ = (1− ¸)2(−2− ¸) = 0

Die Eigenwerte sind ¸1 = ¸2 = 1, ¸3 = −2.
Zu ¸1 = 1 bestimmt man den Eigenvektor:⎛

⎝
0 3 0
0 0 0
1 0 −3

⎞
⎠ v⃗1 = 0⃗

⇒ v⃗1 =

⎛
⎝

3
0
1

⎞
⎠

Daraus erhält man einen Hauptvektor zu ¸1:⎛
⎝

0 3 0
0 0 0
1 0 −3

⎞
⎠ v⃗2 =

⎛
⎝

3
0
1

⎞
⎠

⇒ v⃗2 =

⎛
⎝

1
1
0

⎞
⎠

Zu ¸2 = −2 bestimmt man den Eigenvektor:⎛
⎝

3 3 0
0 3 0
1 0 0

⎞
⎠ v⃗3 = 0⃗

⇒ v⃗3 =

⎛
⎝

0
0
1

⎞
⎠ .

Damit erhält man als allgemeine Lösung der Differentialgleichung:

x⃗(t) = c1e
t

⎛
⎝

3
0
1

⎞
⎠+ c2e

t

⎛
⎝
⎛
⎝

1
1
0

⎞
⎠+ t

⎛
⎝

3
0
1

⎞
⎠
⎞
⎠+ c3e

−2t

⎛
⎝

0
0
1

⎞
⎠

c1 , c2 , c3 ∈ ℝ



Aufgabe 2:

a) Einsetzen des Separationsanatzes u(x, t) = X(x)T (t) in die DGl liefert:

4X ′′(x)T (t) = X(x)Ṫ (t)

und

4
X ′′

X
=

Ṫ

T
= C .

Nur der Fall einer nicht-positiven Separationskonstanten C = −®2 liefert periodische
Lösungen, nämlich:
® ∕= 0:

X(x) = a cos
(®
2
x
)
+ b sin

(®
2
x
)

Aus der zweiten gewöhnlichen DGl folgt:

T (t) = ce−®2t .

Mit den Konstanten A = ca und B = cb lauten Lösungen der DGl, die periodisch
in x sind

u(x, t) = e−®2t
(
A cos

(®
2
x
)
+B sin

(®
2
x
))

, ® ∕= 0

Im Fall ® = 0:

X ′′ = 0 ⇒ X(x) = dx+ e .

Periodisch ist die Lösung mit d = 0, X(x) = e. Mit ® = 0 ist T (t) = c, und die
Lösung ist konstant:

u(x, t) = ce = E .

b) Auswerten der Randbedingungen:
Fall ® ∕= 0:

u(0, t) = 0 ⇒ A cos 0 +B sin 0 = 0 ⇒ A = 0

u(2, t) = 0 ⇒ B sin
(®
2
2
)
= 0

Die zweite Randbedingung wird entweder erfüllt durch die triviale Lösung B = 0,
u(x, t) = 0 oder durch

® = k¼ , k ∈ ℤ .

Man erhält die Lösungen

uk(x, t) = Bk sin

(
k¼

2
x

)
e−(k¼)2t .

Fall ® = 0:

u(0, t) = 0 ⇒ E = 0 ,

und in diesem Fall erfüllt nur die triviale Lösung u(x, t) = 0 die Randbedingungen.



c) Superposition liefert die Lösung

u(x, t) =
∞∑

k=0

Bk sin

(
k¼

2
x

)
e−(k¼)2t .

Aus der Anfangsbedingung folgt:

u(x, 0) =
∞∑

k=0

Bk sin

(
k¼

2
x

)
= 3 sin

(¼
2
x
)

⇒ B1 = 3 , Bi = 0 für i ∕= 1 .

Damit ist die Lösung des Anfangswertproblems

u(x, t) = 3 sin
(¼
2
x
)
e−¼2t .

Aufgabe 3:

a) Die DGl ist separabel:

y′e−y = cos x∫
e−ydy =

∫
cosxdx

−e−y = sin x+ C

und die allgemeine Lösung der DGl ist

y(x) = − ln (− sinx− C) .

Aus der Anfangsbedingung bestimmt man die Konstante C:

y(¼) = − ln (− sin ¼ − C) = − ln(−C) = 0

⇒ C = −1

und die Lösung des AWP’s ist:

y(x) = − ln (− sinx+ 1) .

b) Der Exponentialansatz y(x) = e¸x liefert die charakteristische Gleichung

¸2 + 2¸+ 10 = 0

mit den Lösungen

¸1,2 = −1±
√
12 − 10 = −1± 3i .

Damit ist

y(x) = e−x (c1 cos (3x) + c2 sin (3x))

die allgemeine reelle Lösung der DGl.



Aufgabe 4:
In den Gleichgewichtspunkten (xG, yG) gilt:

ẋG = 0 = xG(3− xG − 2yG)

ẏG = 0 = yG(4− 3xG − yG) .

Als Lösungen dieses Gleichungssystems findet man:

(xG1, yG1) = (0, 0) ,

xG2 = 0 , 4− 3xG2 − yG2 = 0 ⇒ yG2 = 4

(xG2, yG2) = (0, 4) ,

yG3 = 0 , 3− xG3 − 2yG3 = 0 ⇒ xG3 = 3

(xG3, yG3) = (3, 0) ,

3− xG4 − 2yG4 = 0 , 4− 3xG4 − yG4 = 0

(xG4, yG4) = (1, 1) .

Die Matrix des linearisierten Systems ist

J =

(
3− 2x− 2y −2x

−3y 4− 2y − 3x

)
.

Ausgewertet an den Gleichgewichtspunkten:

(a)

J ∣(0,0) =
(

3 0
0 4

)

mit den Eigenwerten ¸1 = 3, ¸2 = 4. Die Eigenwerte sind reell und positiv. Damit
ist der Gleichgewichtspunkt instabil.

(b)

J ∣(3,0) =
( −3 −6

0 −5

)

mit den Eigenwerten ¸1 = −3, ¸2 = −5. Die Eigenwerte sind reell und negativ.
Damit ist der Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil.

(c)

J ∣(0,4) =
( −5 0

−12 −4

)

mit den Eigenwerten ¸1 = −5, ¸2 = −4. Die Eigenwerte sind reell und negativ.
Damit ist der Gleichgewichtspunkt asymptotisch stabil.



(d)

J ∣(1,1) =
( −1 −2

−3 −1

)
.

Die Eigenwerte berechnet man zu:

det
(
J ∣(1,1) − ¸I

)
= det

( −1− ¸ −2
−3 −1− ¸

)
= (−1− ¸)2 − 6 = ¸2 + 2¸− 5

¸1,2 = −1±
√
6 .

Damit ist ¸1 > 0, und der Gleichgewichtspunkt ist instabil.


