Musterlésung — DGL f. Ing., 18. Februar 2012

1. Aufgabe 11 Punkte
Aus
-3-X -4 —8
0 0 3—A
= 0=(-3-N)1-XNB-X)—(3B=XN(-4)
=B=M)((1=XN(=3=X)+4)

=(B3=AN(N+22+1)
= (3= N\ +1)?

ergeben sich der einfache Eigenwert 3 und der doppelte Eigenwert —1.

Der Eigenraum zum Eigenwert 3 ergibt sich als Raum der Losungen ¥ € R? von

—6 —4 -8 0
1 =2 4 |v=1]0
0 0 O 0
Einige Gauf3-Schritte:
—6 —4 -8 1 -2 4 1 -2 4 1 -2 4 1 0 2
1 -2 41—-1|6 4 8{—10 16 -16(—]0 1 —-1|—10 1 —1
0 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 O 00 O

Der Eigenraum ist span 1



Der Eigenraum zum Eigenwert —1 ergibt sich als Raum der Losungen v € R?
von

-2 —4 -8 0

1 2 4 1v=1]0

0O 0 4 0
2
Zu span -1
0

Dieser Eigenraum besitzt nur Dimension 1, folglich ist ein weiterer Hauptvek-
tor h zum Eigenwert —1 zu suchen:

-2 —4 -8 2
1 2 4 |h=1]-1
0 0 4 0

Der Blick auf die erste Spalte legt die inhomogene Losung

—1

>
I

nahe.

Allgemein:

Byl

—1 2
= 0 +c| 1|, ce€C
0 0
Damit konnen wir die allgemeine Losung anschreiben:
-2 2 -1 2

g(t) = Clegt 1 + CQG_t -1 + C(.f’)e_t 0 +1 —1 ) Cla 027 03 eR
1 0 0 0



2. Aufgabe
Mit X (s) := L[x](s) ergibt sich im Laplace-Bereich

12
$2X —s5—142sX —2—-3X = —¢73
S

12
(82425 —3)X =5+3+ —e 2
s
s+3 12e73¢

:52+25—3+s(32+3$+2)
Es ist
24+ 25 —3=(s—1)(s+3),

damit
1 12e733

1 s(s—1)(s+3)
Partialbruchzerlegung (mit Zuhaltemethode):

X(s) =

12 B 4+ 3 . 1
s(s—1(s+3) s s—1 s+3
Riicktransformation:
1 4 3 1
X — —3s [ _ =
(s) s—1+e <s+s—1+s+3)

=L[e'](s) +e L[4+ 3"+ 7] (s)
2(t) = e’ +uy(t) (—4 + 373 4 739

9 Punkte



3. Aufgabe 10 Punkte

a)

Mit y(z,t) = X (x)7T'(t) hat man
X" (2)T(t) - ;lX(x)T’(t) 0.

Fiir y(x,t) # 0 ist Division der DGL durch Produkt X (z)T'(t) und Sepa-
ration statthaft:
X"(x) 1T'(t) X" (x) 177(¢)
- - =0 = \=-
X(@) 4T  ° X 1T(1)

DGLn in X und T
X"(x) = AX(z) =0, T'(t) — 4XT(t) = 0.

Nicht-konstante, in x periodische Losungen kann es nur fiir A\ < 0 geben.

Es ist dann fiir jedes A € R™

X(z) = c1cos V—=Ax + casin vV — Az,

T(t) = cye™

Die Bedingung y(0,t) = y(w,t) = 0 bedeutet X (0) = X (7) = 0. Daraus
folgt ¢; = 0 sowie sinmy/—A = 0. Damit ist A eins der Werte \,, mit

vV—A,=n mit neN, n>0

A\, = —n?
Die Funktionen y sind von der Form

_4n2 .
Ae ™ lsinne, A, € R.

Mit der Superposition

y(x,t) = Z Ane " sin na
n=1

y(x,0) = ZA” sinnx = 3sin 2z + 5sin4x
n=1

= Ay =3, Ay =5, A, =0fiir k=1,3 oder k > 5.

Damit lautet die gesuchte Losung

y(x,y) = 3¢~ % sin 22 4 5e "% sin 4.



4. Aufgabe 12 Punkte

a) Die stationdren Losungen seien mit (*, y*) bezeichnet.
Aus
0=@"-1DF -2, 0=0G"-2)(@F -1

findet man als GGPe die Punkte (1,1) und (2,2).

Fiir die Jacobi-Matrix J(z,y) hat man

J(x,y>=<y‘2 "”‘1).
y—1 -2

An den beiden Gleichgewichtspunkten gilt also

J(,1) = (‘()1 _01> J(2,2) = (2 é)

Der doppelte Eigenwert der Diagonalmatrix J (1, 1) hat negativen Realteil,
damit ist der GGP (1, 1) asymptotisch stabil.

Die Matrix J(2,2) hat A? — 1 als charakteristisches Polynom und damit
die Eigenwerte 1 und —1. Ein Eigenwert hat positiven Realteil, damit ist
der GGP (2,2) instabil.

b) Mit dem Ansatz E(z,y) = X(z)+ Y (y) folgt als Bedingung fiir X und Y:

dE
— =X'(2)+Y'(y)y=0
dt
Man hat
X'(w)i +Y'(g)y = 0
X'(@)(z =1y -2)+Y'(y)(z—-2)(y—1) =0
, x—l__, y—1
vt —1 vy 1
— A= X'(x) 5 A= Y(y)—y_2
r—2 , Y 2_ ,
AT = X'(a), A=Y W
AMi-—)=x@),  Af1-—-) =y
r—1) "\ y—1) Y
Az —In|z —1]) + C, = X(z), Ay—lnly—1)+Cy=Y(y), C1,Co€R
—1
X(a:)+Y(y):)\<x—y+lni_l‘)—i—(fl—i—Cg

Damit ist z.B. die Summe

r—y+In -1

y—l‘

eine Erhaltungsgrofe.



5. Aufgabe 8 Punkte
a) Eine DGL von der Form aoy” 4 a1y’ + agy = 0 ist mit einem Faktor e*®)
zu multiplizieren, bei dem gilt:

oy (@) —ap(x)
s'(x) = —ao(a:)

Hier ist

Man wéhlt s(z) = 22 und hat
ey +2y + (L+Ny) =0.
Die DGL in selbstadjungierter Form lautet also
(e*y) + (1 + N)e*™y = 0.

b) Fiir die linke Seite der DGL hat man fiir y = y, und A = Ag:

Yr + 2y, + (1 + M)y = (e " sinkz — 2ke™ cos kx — ke " sin kx)
+2(—e "sinkx + ke ¥ coskx) + (1 + \p)e “sinkx
=e "sinkx(l — k> — 2+ 1+ A\) + e cos kz(—2k + 2k)
= e “sinkz(—k* + \p)

Die DGL wird erfiillt, wenn )\, = k? gilt.

Die Eigenlésung e~ sin kx besitzt den Eigenwert k2.



6. Aufgabe 10 Punkte

a)

Wahr.
Es sei G(z,y) := xsiny. G ist auf ganz R? definiert und stetig differen-
zierbar. Damit existiert nach dem EES genau eine Losung y mit y(1) = 7.

Diese Lésung ist y(z) = m, = € R.

Falsch.
Mit xsinz miissen auch x cosx,sinz und cosz Losungen sein, damit ist
die Ordnung der DGL mindestens gleich 4.

Tafelanschrieb im Saal: Der Satzteil ,stetigen Koeffizientenfunktionen® soll durch ,stetig differenzierbaren Koeffizien-

tenfunktionen® ersetzt werden.

Wabhr.
Das ist der Wronski-Test.

Walhr.

Fiir t € Ry gibt es also Konstanten Cy, Cy, 1,72 mit |f(¢)] < Cie™! und
lg(t)] < Cye™t. Dann gilt |f(t)g(t)] < C1C,e™M+12)! damit ist f - g von
exponentieller Ordnung.

Falsch.

Fiir eine solche Zahl v wére dann J{(z) = Ji(x) = 0 und die Bessel-
DGL reduziert sich auf (z? — A\?)J\(z) = 0, was als Funktionsgleichung
unerfiillbar ist.



