Rechenteil

1. Aufgabe 13 Punkte

a) Ermitteln Sie die allgemeine Losung der DGL

y = 327y + yx. (3 Punkte)

b) Finden Sie die Losung des AWP
y = sin(2z)e"%, y(0)=0
und geben Sie deren Definitionsbereich an. (5 Punkte)

¢) Finden Sie die allgemeine reelle Losung der DGL
1
Y + Yy =cosx.

Nutzen Sie dabei den Ansatz vom Typ der rechten Seite, um eine parti-
kuldre Losung zu finden. (5 Punkte)

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):

a) (3 Punkte) Lineare DGL y' = (3z%+ )y, also ergibt sich die Lésung durch
integrieren:

2 3,1,.2
y<$>:C€f3x+zdx:C€$+2x, ceR.

b) (5 Punkte) Die DGL ist separiert y' = f(x)g(y) mit f(x) = sin(2x), g(y) =
e~%. Die Funktion ¢ hat keine Nullstelle, sodass man einfach integrieren
kann:

1

1
562?’ = /erdy = /sin(2x)da: =3 cos(2z) +¢, ceR.

Also ergibt sich zunéchst 2y(z) = In(— cos(2z) + 2¢).
Die Anfangsbedingung ergibt dann 0 = 2y(0) = In(—1 4+ 2¢), sodass ¢ = 1
gelten muss. Daher gilt

y(x) = %ln(— cos(2z) + 2).

Der Definitionsbereich ist D = R, da | cos(2z)| < 2.

c¢) (5 Punkte) Mit charakteristischem Polynom A? + 1 = 0 ergibt sich als
(reelle) Loesung der zug. homogenen Gleichung

yn(z) = ¢y cos(x) + cosin(x), ¢1,co € R,

Fiir eine partikuldre Losung nutzen wir den Ansatz vom Typ der rechten
Seite. (Resonanzfall!) Der Ansatz y,(x) = ax cosz + brsinx ergibt a = 0,
b= 1/2. Also ist die allgemeine Losung

1
y(z) = 57 sinz + ¢y cos(z) + cosin(z), 1,00 € R.



2. Aufgabe 8 Punkte

Ermitteln Sie mit der Methode der Laplace-Transformation die Losung fiir das
Anfangswertsproblem

B(t) — 2(t) = 6.(t) +us(t),  x(0) = 1.

Dabei steht §1(¢) fir die bei ¢ = 1 konzentrierte Dirac-Funktion und wuy(t) fiir
die Sprungfunktion bei t = 2.

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):
Die Laplace-Transformation der DGL ergibt mit X (s) = L[z(t)](s):

1 =2 e s +1
sX(s) =1 = X(s)=e+ 56_25 = Xi= s(s—1) R

Partialbruchzerlegung (Zuhaltemethode):

1 A B —1 1
s(s=1) s s-—1 s s—1

Somit ergibt sich

1 _os[ 1 1 s
+e [———]—Fe
s—1 s

Fiir die Riicktransformation sieht man direkt

Auflerdem durch den Verschiebungssatz:

e’ = e *LIe'(s) = Luy (t)e ] (s)

und

e [ ] = e [lef)(s) — £0)(9)] = Llua(t)e 2~ 1))

s—1 s

Insgesamt ergibt sich somit die Losung

z(t) = " +us(t) (e — 1) + uy ().



3. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben ist fiir 0 < x < 1 und ¢ > 0 die partielle DGL mit einer Randbedingung
fiir eine Funktion u(z,t),

Up = Uy, u(0,t) = 0.

a) Finden Sie alle nicht-trivialen Losungen u(z, t) der Form u(x,t) = X (z)T'(t).
Betrachten Sie dazu die verschiedenen Félle fiir die Separationskonstante.

b) Was muss fiir die Separationskonstante gelten, wenn zusétzlich u(1,t) =5
gilt? Geben Sie fiir diesen Fall auch die Losung u(z,t) an.

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):
a) (6 Punkte) Die Separation u(z,t) = X (z)T(t) ergibt die DGLn

() _ X"()

T ~ X@)

Fiir T ergibt sich T'(t) = ¢ .
Losen der DGL X" — AX = 0 mit Fallunterscheidung. Dabei gilt wegen der
Randbedingung: X (0) = 0.

1.Fall: A = 0. X(z) = ¢; + cox. Mit der Randbedingung gilt X (z) = coz, also
auch u(z,t) = cx.

2.Fall: X > 0. Mit A\ = p2, also X” — p?2X = 0 ergibt sich als Losung
X(z) = c1e"® 4 coe™H7,

Mit der Randbedingung gilt ¢; + ¢o = 0, also X (z) = ¢;(e"* — e”#*). Insgesamt
ergibt sich damit u(z,t) = ¢ e*t(er® — e=he),

8.Fall: X < 0. Mit A = —w?, also X” + w?X = 0 ergibt sich als (reelle) Losung
X (x) = ¢ cos(wz) + cosin(wz).

Randbedingung X (0) = 0 ergibt ¢; = 0, also X(z) = cysin(wz) und damit
u(z,t) = ¢ e tsin(we).

b) (3 Punkte) Die Randbedingung u(1,t) = X(1)7'(t) = 5 ergibt, dass T'(t)
konstant sein muss, also A = 0.
Wir sind also im ersten Fall aus Teil a) und somit (wegen der Randbedingung)

u(z,t) = cx = bz.



Verstiandnisteil
4. Aufgabe 10 Punkte

Fiir —v/2 < t < v/2 betrachten wir das lineare DGL-System
5 1 t =2 S 3

Tr = ) Ty = .
2

-1 1
. : S t - 21 .. o
a) Zeigen Sie, dass 7 (t) = und Zp(t) = die zugehorige homogene
1 t

t2
t

—

T+

DGL l6sen und ein Fundamentalsystem bilden.
b) Losen Sie das AWP der hom. DGL mit der Anfangsbedingung (1) = .
c) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der (inhomogenen) DGL.

d) Losen Sie das AWP der inhom. DGL mit der Anfangsbedingung Z(1) = .

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):

a) (3 Punkte) Einsetzen von 77 und 75 in die homogene DGL zeigt, dass dies
beides Losungen sind. Weiter zeigt der Wronskitest

det |1 2| =2 —220,
1t

dass 77 und 75 ein Fundamentalsystem bilden.

b) (2 Punkte) Mit dem Ansatz Z(t) = 171 (t) + co2(t) folgt

f(l):cl 1 + C2 2 = 3 = ¢ =1c=1
1 1 2
Die Losung ist demnach
S t 2 241t
2 ="+ 7l =177
1 t 1+t

c¢) (4 Punkte) Variation der Konstanten ergibt das Gleichungssystem

L)

Damit ergibt sich ¢, = ¢, = 0, also zB ¢;(t) = t?/2 cy(t) = 0. Insgesamt
ergibt sich dann die partikuldre Losung

t3

2]

N | —

Tp(t) = cr(t)T1(1) + () 72(1) =



d) (1 Punkt) Mit dem Ansatz Z(t) = Z,(t) + 121 () + c222(t) folgt

. 111 1
7(1) == + ¢ + ¢y 2 = 3 = c==,c0=1
2 1 2
Die Losung ist demnach
. L) 1|t 2 3+ 142
(t) = 70 3 + = 21 , 2 aE
t 1|t 24t




5. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben sei das Anfangswertsproblem
T+ cos(t)i + f(t)r = 7" — 3, z(0) = (0) = Z(0) = q,
mit a € R und einer stetigen Funktion f: ] — 2, co[— R.
a) Zeigen Sie, dass das AWP fiir alle a € R eine eindeutige Losung besitzt,
und geben Sie deren Definitionsbereich an.
b) Wandeln Sie das AWP in ein System erster Ordnung um.
c) Sei z(t) die Losung des AWP fiir a = 1. Lost dann y(t) := 2z(t) das AWP
fiir a = 27

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):

a) (4 Punkte) Es handelt sich um eine lineare DGL. Daher geniigt es, dass die
Koeffizienten und die rechte Seite jeweils stetig sind. Dies ist offensichtlich
der Fall auf | — 2, 00[, sodass auch hier zu jedem Anfangswert (es gilt
0 €] — 2, 00][) eine eindeutige Losung existiert.

Die Losung ist auf | — 2, oo[ definiert, da die Koeffizienten dort stetig sind.

b) (4 Punkte) Mit y; =z, yo = @', y3 = " ergibt sich das System

0 1 0 a
vy=| 0 0o 1 |y+ . y(0) = |a
—f(t) 0 —cos(t) 7t —3 a

¢) (2 Punkte) Nein, da hier inhomogene Losungen addiert werden.

(y(t) = 2x(t) 16st das AWP fiir ¢ = 2 und Inhomogenitit 27* — 6.)



6. Aufgabe 10 Punkte

a) Bestimmen Sie fiir das System
t=ay—dr—y+4, Y= (r-2)(y—3)
alle Gleichgewichtspunkte. Untersuchen Sie zudem deren Stabilitdtsver-

halten.
b) Bestimmen Sie das Stabilitédtsverhalten des GGP Z, fiir das System

I 0 a—3]| R 0
7= Z, Z =
[O 04—2] [O]

in Abhéngigkeit des Parameters o € R.

Korrekturgrundlage (keine Musterlésung):
a) (5 Punkte) Mit & = (z — 1)(y — 4) ergeben sich die beiden Gleichgewichts-
punkte

(1,3), (2,4).

Die Jacobi Matrix zum System hat die Form:

—4 -1
J(a:,m:[y ]
y—3 x—2

Also ergibt sich fiir die beiden GGP

J(1,3) = [_1 O], J(2,4) = [O 1].
0 -1 10

Somit ist der GGP (1,3) asymptotisch stabil und der GGP (2,4) instabil (Ei-
genwerte 1 und —1).

b) (5 Punkte) Die Eigenwerte der Matrix sind gegeben durch A; = 0 und
A2 = a — 2. Somit ergibt sich die folgende Fallunterscheidung;:

a < 2: stabil, da ein Eigenwert negativ ist und die 0 nur einfach auftritt, aber
nicht asymptotisch stabil,

a = 2: instabil, da 0 doppelter Eigenwert mit geom. Vielf. # alg. Vielf.,

a > 2: instabil, da ein Eigenwert positiv ist.



