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1. Aufgabe 8 Punkte
Aus

3—-X 1 1
1 3-x 1 |=0
0 02—\
(B=A?2-XN)—-(2-X)=0
(B3=X*=1((2-X)=0
2-NE-N2-X2)=0
(2—=N)?*4—-X) =0

ergeben sich die Eigenwerte A\ = Ay =2 und \3 = 4 2 P.

Eigenraum zu A3 = 4 ist span

Eigenraum zu A; o = 2 ist span (
1
1
0

Fiir jeden Eigenwert sind algebraische und geometrische Vielfachheit gleich. Da-
mit konnen wir drei linear unabhéngige Losungen schnell anschreiben:

-1 -1
h(t)==¢e"| o ;) =" 1],
0
1
Fa(t) = et
0

und die allgemeine Losung lautet

y(t) = c1th (t) + cotii (t) + c3ii(t), c,c0,c3€ C |3 P.




2. Aufgabe 12 Punkte

Bezeichnungen: I,,(s) = L[i,](s) fir n =1,2,3, U(s) = Llu|(s).
Anwenden der Laplace-Trafo auf das AWP liefert

181 (s) + 18—812(5) —U(s)

1
—?812(3) +1015(s) + 2s13(s) =0

—11(8)+]2(8)—|—]3(S) =0 3 P.

Mit der Laplace-Trafo der Ableitung i5(¢) wird die Anfangsbedingung i3(0) = 0
korrekt beriicksichtigt. 1P

Auflésen des linearen Gleichungssystems nach I3 liefert | 4 P.

1
2(s? + 65+ 14)

I3(s) = U(s).

Nachrichtlich:
52 +5s+9 52 + 5s

el BO=mre e

I =
1(s) 18(s2 + 65 + 14)

Also hat man fiir die Ubertragungsfunktion: H(s) = m. 1P

Fiir die Impulsantwort A(t) braucht man das Urbild von H unter £. Riicktrans-
formation von H(s) ergibt mit s* + 6s + 14 = (s +3)* + 5

1
2((s+3)2+5)

= gﬁ {%e—?’t sin (\/515)]

Fiir die Impulsantwort h(t) hat man also

H(s)=

h(t) = %e_gt sin (\/515) . |3 P




3. Aufgabe 10 Punkte

ur(z,0) =8sin2zx (0 <ax <m).

Ansatz: u(e,t) = X(@)T(1) = 2X"@)T(1) = X@7T'(t) = 57 = 55

Die linke Seite ist nur von ¢ abhéingig, und die rechte nur von z, also sind die
beiden Seiten konstant (= —\). Das liefert die folgenden DGLn:

T'(t) = —2XT(t),
X"(z) = =-2X(x), X(0)=X(r)=0. |2 P.

Fiir T'(t) bekommen wir

T(t) =cie™®. |1 P.

Nun die Fallunterscheidungen fiir mogliche Werte von A:

a) A<0: X(z) = o6V 4 cse™V AT Mit den gegebenen Randbedingungen
bekommen wir ¢ =3 =0 = X(x)=0. 1P.

b) A=0: X(x) = cax+cy. Mit den gegebenen Randbedingungen bekommen
wirce=c3=0 = X(z)=0. |1P.

) A=k*>>0: X(z) =cycoskx + czsinkz, X(0) =0 = ¢, =0.

X(m)=c3sinkr =0 = ¢3=0o0derk=n, ne Nn>0. |2P.

Also haben wir zu jedem n € N eine Losung
_ —2n2t .
up(z,t) = aye sin nx,

und mit Superposition erhalten wir

o0 o
o2, . o2 .
u(z,t) = g ane " tsinny = g ane " tsinnr. |1 P.
n=1 n=1

Jetzt miissen wir die Koeffizienten a,, so wéhlen, dass diese Losung die Anfangs-
bedingung erfiillt:

u(z,0) = Z(—2n2an) sinnz. = 8sin2z (0 <z <m),

n=1



Damit folgt
as=—1 und a, =0 firne N\ {2}

Mit diesen Koeffizienten bekommen wir die Losung des AWPs:

u(z,t) = —e *sin2z. |2 P.

4. Aufgabe 10 Punkte

Die Randfunktion schreibt sich in Polarkoordinaten als

14+ 24+52>=1+2cos +40cos® 9, |2 P.

und ist damit von ¢ unabhéngig. Somit braucht in den Ansatzfunktionen die

Variable ¢ nicht aufzutauchen (azimutale Symmetrie). 1P

Wenn dieser Ansatz zu einer Lésung fiihrt, so hat man auch die Lésung des RWP, da die Potentialgleichung bei vorgegebenen

Randwerten eindeutig 16sbar ist.

Der Ansatz lautet

o0

u(rsin ¥ cos p, rsin ¥ sin , r cos ) = Z cxr* Py(cos) |1 P.
k=0

mit r» = 2. Weil die Randfunktion ein Polynom 3. Grades ist, geht die Summa-
tion nur bis £ = 3. Dann ist

1+ 2cos? + 40 cos® ¥ = co + 2¢1 Py (cos ) + 4cy Pa(cos ) + 8cs Ps(cos d).

P; hat als hochsten Koeflizienten %, also ist ¢z = 2. 1P

Es bleibt

1+ 2cost = ¢y + 2¢1Pi(cos ) + 4eg Po(cos ) — 24 cos 0.

Weil kein cos? 9 vorkommt, kann nur ¢, = 0 gelten. 1P

SchlieBlich ist
14 2cos? = co+ (2¢1 — 24) cos ¥,

woraus man ¢y = 1 und ¢; = 13 abliest. 2 P.

Der fiir u gemachte Ansatz fithrt auf

u(rsin cos @, rsind sin @, r cos ) = Py(cos ) + 131 P (cos ) + 21 Ps(cos ).

2P




