Musterlosung Rechenteil — ITPDG, 08. April 2009

1. Aufgabe

Umschreiben in Matrixform:

Y 1 0 -1 Y1
| =10 1 -1 Y2
Ys —% —% 1 Y3
Charakteristisches Polynom:
1—X 0 -1
0 1-XA —1|==-AA-D(A-2)
R B

Die Eigenwerte sind 0,1,2 und alle einfach.

Finden des Eigenraums zum Eigenwert 0:

1 0 -1 U1 0

0 1 -1 va | = |0
1 1

-5 T3 1 (%] O

Hingucken fithrt zum Eigenraum

span 1

Finden des Eigenraums zum Eigenwert 1:

0o 0 -1 Uy 0
0o 0 -1 v | =10
-1 -2 0 V3 0
Hingucken fiithrt zum Eigenraum
1
span —1

12 Punkte



Finden des Eigenraums zum Eigenwert 2:

—1 0 —1 U1 0
0 -1 -1 va | =10
1 1

-5 T3 —1 (%] O

Hingucken fiihrt zum Eigenraum

—1
span —1
1
Damit haben wir allgemein
n 1 1 1
p | =Ci 1| +Coe” | =1 | +Cse* [ -1, C1, 0y, C3 € R
s 1 0 1
An der Stelle z = 0 gilt also
3 Ci+Cy—Cs
11 = Cl — CQ — Cg
0 01 + 03

und damit ¢y = Cy =1 und C5 = —1.
Die Losungen lauten also

yi(z) =1+4¢€" + e yo(x) =1 —¢" + &%, ys(z)=1—e

2. Aufgabe
Fiir Y(s) := Ly](s) folgt aus der DGL

—2s

(s*Y(s) — 53 —6) +9Y(s) = 3e
P24+9)Y(s) =32 +3s+6
(
3e72s 3s 6

V(s) =
) =9t 710 10

Riicktransformation:

y(t) = us(t)sin 3(t — 2) + 3cos 3t + 2sin 3t

2x

8 Punkte



3. Aufgabe 12 Punkte

Ansatz: u(z,t) = X (z)T'(¢)

DGL: X"(z)T(t) + X(x)T'(t) = X (x)T"(¢)

Bedingungen: X (0) = X (7) =0 und X (x)7"(0) = 17sin 3z

Division der DGL durch Produkt X (z)7'(¢) und Separation:
X(ac):T(t)_1 . X(x)_')\:T(t)

X() 1) X T T !

DGLn in X und T

X"(z) = AX(z) =0,
T'(t) — A+ 1)T(t) = 0.

Die Losung fiir T' lautet:

Fallunterscheidung fiir A:
a) A>0: X(z)= coe¥  + eV Damn: g+ =0 = ¢ = —cy. Also
X(n) = 2¢sinhmv/A = ¢g =0 = X(z) = 0. Widerspruch.

b) A=0: X(z) = cgx + ¢;. Dann: ¢; = 0,21¢g = 0 = X(z) = 0.
Widerspruch.

c) A<0: X(z) =cycosvV—Ax+cgsiny/—Az, X(0) =0 = ¢ =0,
X(m) =cgsinmy/=A=0 = c3=0o0der V—-A=""=n, neN,n >0,
dh. A= —n?

Mit diesem A\ bekommen wir fiir 7'(¢)



Zu jedem n € N, n > 0 gibt es eine Losung
U (z, ) = "D sin () .

Superposition dieser Losungen, um Anfangsauslenkung einzuarbeiten:

u(x,0) = z:an(—n2 + 1)sin (nz) = 17sindz (0 <z < ).

n=1
Somit
17 ;
ay = —— und a,, = 0 fiir n #£ 4.
15
Die Losung des RWP lautet
17
u(z,t) = —Ee_m sin 4z.
4. Aufgabe 8 Punkte
a) Fiir die Randpunkte von R gilt £ = 0 oder x = 2 oder y = 0 oder y = 1.
Damit ist
(0, y) = sin(0) sin(nmy) = 0,
U (2, 0) = sin(mmz) sin(0) = 0,
Umn(2,y) = sin(2mmn) sin(nry) = 0,
U (2, 1) = sin(mmz) sin(nm) = 0.

b) Die Losung u(z,y) wird als Superposition der w,,(z,y) angeschrieben:
weg) = 3 Apmti(r,9)
mon=1
Dann ist
Au = i Ay Aty = —70° i Apin (M + 0% U
mon=1 mon=1

Die Poissongleichung (x) ergibt

[e.e]

—? Z Apn (m? 4+ n?) sin(mrx) sin(nmy) = 2sin(7z) sin(27y) + sin(27z) sin(7y)
m,n=1
und damit 5 .
A = ——F A = ——
12 Fe20 L2 2

Apn =0 fur (m,n) € {(2,1),(1,2)}.

Die Losung u(z,y) lautet also mit dem gemachten Ansatz

2 1
u(z,y) = ) sin(7z) sin(2my) — ) sin(27z) sin(7y).



