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5. Aufgabenblatt

Musterlosung

Aufgabe 1 — Satz von Bayes (20%)

Angenommen Sie sind Zeuge eines nédchtlichen Unfalls mit Fahrerflucht eines Taxis
in Athen. Alle Athener Taxis sind griin oder blau. Sie bezeugen unter Eid, dass das
Taxi blau war. Tests zeigen allerdings, dass die Unterscheidung zwischen blau und
griin bei schlechten Lichtverhiltnissen nur zu 75% korrekt ist.

(a) Ist es mit diesen Angaben méglich zu berechnen, welche Farbe die wahrschein-
lichste Farbe des Taxis war?

Ohne eine Angabe zur Haufigkeit von griinen Taxis in Athen ist die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit nicht berechenbar.

(b) Ist es dann moglich, wenn man zusétzlich weif, dass 8 aus 10 Athener Taxis
griin sind?

e Es werden im Folgenden die Ereignisse A = ,Das Taxi erscheint blau“
und B = ,Das Taxi ist tatsdchlich blau“ betrachtet.
e Wahrscheinlichkeiten aus dem Modell:

P(B)=0.2  P(A|B)=0.75  P(A|B)=0.75

e Berechnung der gesuchten Posterior-Wahrscheinlichkeit:

_ P(A|B)P(B)
P(BlA) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
0.75-0.2

0.75-0.2+0.25-0.8

Berechnen Sie gegebenenfalls die Wahrscheinlichkeit! Unterscheiden Sie dabei
sorgfiltig zwischen den beiden Ereignissen ,das Taxi ist blau“ und ,das Taxi er-
scheint blau*!



Aufgabe 2 — Markov Blanket (30%)

Das Markov-Blanket mb(X) einer Zufallsvariable X in einem Bayes-Netz besteht
aus den Eltern Ej, Fs, ... € eltern(X), den Kindern K, Ks, ... € kinder(X) und
den Co-Eltern C1,Cs, ... € {eltern(Y)]Y € kinder(X)}\{X, K1, K>, ...} des Kno-
tens. Auflerhalb liegen weitere Zufallsvariablen 71, Zs,... ¢ mb(X)U {X} .

(a) Geben Sie eine moglichst kompakte Faktorisierung der Verbundwahrschein-

lichkeit P(X, Ey, Es, ..., K1, Ks,...,C1,Cso, ..., Z1, Zs,...) aller im Bayes-Netz
enthaltenen Zufallsvariablen an!

P(X, By, By, ... K1, Koy C1,Cor oo 21, Zo, )
= P(X|E1, Es,...) HP (E,|eltern(E HP (Kpleltern(K,))
HP (Cyleltern(C, HP (Zy|eltern(Z,))
(b) Zeigen Sie unter Verwendung des Ergebnisses aus Teilaufgabe (a), dass fol-
gende Aussage gilt:

P(X|mb(X), Zy, Zs, ...) = P(X|mb(X))

P(X|mb(X), Z1, Zs,...)

P(X,E1,Fs,...,Ki,Ks,...,C1,Cs, ..., 71, Zs,...)
Z$P(X:ZL‘,El,EQ,...,Kl,KQ,...,01,02,...,Z1,Z2,...)

(Beim Kiirzen bleiben nur Faktoren iibrig, die X enthalten.)

P(X|E1, Es, .. )11, P(K,|eltern(K,,))
Yo P(X|Ey, Es,...) I1, P(K,|eltern(K,))

— P(X|mb(X))




Aufgabe 3 — Erwartungswerte (15%)

Stellen Sie sich vor, ein Freundin schldgt Ihnen eine Investion in ein Forschungspro-
jekt vor, in Rahmen dessen ein neues Mittel gegen Glatzkopfigkeit erforscht wird.
Sie miissten 1 Mio. Euro investieren. Wahrscheinlich moéchten Sie wissen, wie die
Erfolgswahrscheinlichkeit aussieht. Sie bekommen folgende Antwort:

Da es sich um ein Forschungsprojekt handelt, liegt die Wahrscheinlichkeit, dass
die Forschnungsgruppe ein funktionierendes Mittel entdeckt, bei 30%. Falls das
Team kein Mittel findet, werden Ihnen 250.000 Euro zuriick erstattet. Wenn die
Gruppe ein Mittel findet, dann ist die Chance, dass das neue Wundermittel fiir
den Markt zugelassen wird, 60%. Und selbst in diesem Fall, wenn das Mittel wirk-
sam und sicher ist, gibt es noch die 10% Chance, dass ein Mitwettbewerber ein
besseres Mittel auf den Markt bringen wird, so dass alle potentiellen Einnahmen
wegfallen. Falls alles gut lauft, das Mittel ist sicher und effektiv und es gibt kein
Konkurrenzprodukt, kénnen Sie mit Einnahmen von 25 Mio. Euro rechnen.

Sollten Sie investieren?

Hinweis: Sie konnen annehmen, dass die FEreignisse voneinander unabhdngig
sind.

Am besten ist es, alle Wahrscheinlichkeiten und zugeordneten Einnahmen oder
Verluste in einem Entscheidungsbaum zu sortieren.

0.7
kein Mittel (0.7)(250.000 Euro)
gefunden = 175,000 Euro

1 Mio Euro 0.4
Investition N'-ht (0.3)(0.4)(0 Euro)
Ic = 0.018 (0 Euro)
zugelassen — 0 Euro

0.3

Mittel 0
1
gefunden Konkurrenzprodukt ——  (0:3)(0.6)(0.1)(0 Euro)
erscheint schneller = 0.018 (0 Euro)
= 0 Euro

0.6
Mittel
zugelassen

0.9
Mittel

wird vermarktet N\~ (0.3)(0.6)(0.9)(25 Mio. Euro)

(0.162)(25 Mio. Euro)
4.050.000 Euro

Der Erwartungswert der Investition ist die Summe aller méglichen Gewinne mul-
tipliziert mit den dazu gehorigen Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeiten
konnen multipliziert werden, da die Ereignisse unabhéngig sind.

< Finnahmen > = 4.050.000 Euro + 0 Euro + 0 Euro + 175.000 Euro
= 4.225.000 Euro

Dies ist also im Prinzip eine gute Investition, der Erwartungswert ist deut-
lich hoher als die Investition. Der erwartete Gewinn ist der Erwartungswert minus



die Anfangsinvestition, also 3.255.000 Euro. Andererseits ist der wahrscheinlichste
Ausgang, dass sie nur 250.000 Euro zuriick gekommen, also 750.000 Euro verlieren.
Hedge Fonds oder Multimillionére konnen viele solche Investitionen tétigen, manche
werden gelingen, andere nicht. Aber das Gesetz der groflen Zahlen sagt, dass der
Gewinn im Mittel positiv sein wird. Wenn Sie allerdings nur eine einzige Investition
tatigen konnen, sollten Sie sich wohl besser dagegen entscheiden.

Aufgabe 4 — Probabilistische Inferenz (35%)

Es existieren zwei Krankheiten, die das gleiche Symptom hervorrufen. Folgende
Erkenntnisse konnten in wissenschaftlichen Studien festgestellt werden:

e Es wurde ein Gendefekt entdeckt, der bei einem Fiinftel der Bevolkerung auf-

(b)

tritt (G = w). Bei 10% aller Betroffenen fiihrt er zum Ausbruch von Krankheit
A (A = w). Ohne diesen Defekt (G = f) tritt Krankheit A nur in einem von
1000 Fallen auf.

Unabhéngig von den Genen tritt Krankheit B (B = w) bei 2% der Bevolke-
rung auf.

Das Symptom tritt bei jedem 20. Menschen, der keine der beiden Krankheiten
hat, auf (S = w). Wahrend 50% der Patienten mit (ausschlieBlich) Krankheit
A das Symptom haben, sind es bei Patienten mit (ausschliefilich) Krankheit B
nur 30%. Wenn beide Krankheiten gleichzeitig auftreten, wird das Symptom
zu 90% festgestellt.

Fiir Krankheit A ist ein Test vorhanden. Bei einem erkrankten Menschen fillt
er zu 99% positiv aus (T' = w), bei einem gesunden nur in 0.3% der Fille.

Zeichnen Sie ein Bayes-Netz, das zu diesem Modell passt! Die Wahrscheinlich-
keitstabellen brauchen Sie hierfiir nicht anzugeben.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Test positiv ausféllt, wenn der
Gendefekt vorliegt?

PIT=wlG=w) = Y P(T=wlA=z)P(A=1z|G=uw)

r=w,f



= 0.99-0.1+40.003-0.9
= 0.099 + 0.0027
= 0.1017

(c) Wie wahrscheinlich ist es, an Krankheit A erkrankt zu sein, wenn der Test
negativ ausfillt und der Gendefekt vorliegt?

P(T=flA=w,G=w)P(A=wlG=w)
P(T = f|G =w)
P(T = fl[A=w)P(A =w|G =w)
1—-P(T =w|G =w)
0.01-0.1
1-0.1017
0.00111 = 1.11-107° ~ 0.1%

PA=wT=fG=w) =

Q

(d) Wie wahrscheinlich tritt das Symptom auf, wenn man nicht unter dem Gen-
defekt leidet?

PS=wlG=f) = > > P(S=w,B=z,A=y|G=))

r=w,f y=w,f

Y. > PS=uwB=zA=y)P(B=12)P(A=y|G = [)

z=w,f y=w,f
P(S=w|B=w,A=w)P(B=w)P(A=w|G=f)
P(S=w|B=w,A= f)P(B=w)P(A= f|G =)
P(S=w|B=f,A=w)P(B=f)P(A=w|G =)
P(S=wlB=f, A= [)P(B = [)P(A=fIG= )
0.9-0.02-0.001 4+ 0.3-0.02-0.999

0.5-0.98-0.001 + 0.05-0.98-0.999

= 0.055453 ~ 5.5%

i+ + + | I
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