TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN WS 2000/2001
Fachbereich 3 - Mathematik
Seiler / Rambau

Priifungs- /Ubungsschein-Klausur (Rechenteil)
Lineare Algebra fiir Ingenieure/E-Techniker

(O Ich wiinsche den Aushang der Ergebnisse meiner Klausur unter Angabe meiner
Matr.—Nr. am Schwarzen Brett beim HM-Service-Center (Raum MA 708).

(O Ich wiinsche den Aushang der Ergebnisse meiner Klausur unter Angabe meiner
Matr.—Nr. im WWW?! (geschiitzt durch ein Passwort).

Unterschrift

Neben einem handbeschriebenen A4-Blatt mit Notizen sind keine Hilfsmittel zugelassen.
Die Losungen sind in Reinschrift auf A4-Blattern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene
Klausuren konnen nicht gewertet werden. Die Gesamtklausur ist mit mindestens 16 von
40 Punkten bestanden, wenn in jedem der beiden Teile der Klausur mindestens 5 von 20
Punkten erreicht werden. Fragen kénnen wiahrend der Klausur leider nicht beantwortet
werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Rechenaufgaben. Geben Sie immer den vollstindigen
Rechenweg an und begriinden Sie Ihren Losungsweg. Die Bearbeitungszeit betrigt eine
Stunde.
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'http://www.math.tu-berlin.de/HM/LinAlg/Aktuell/ING/klausuren.html



Achtung: Notation des Gauflalgorithmus

Notieren Sie jeden Gauflalgorithmus in Matrizenschreibweise und
dokumentieren Sie jeden einzelnen Schritt wie folgt:

Hier wird auf die 3. Zeile
das (—3)-fache der 1. Zeile
addiert.

Ansonsten droht drastischer Punktabzug!

Rechenaufgaben

1. Aufgabe (2 Punkte)
Uberpriifen Sie, ob die folgenden Vektoren

1 1 -1

iu=\|3|,v=[1 ], d= 3

1 2 —4
linear abhingig sind.
2. Aufgabe (4 Punkte)

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

21’1 + xo + 31‘3 = 3
1 + 3
r1 + 19 + 2333 = 2

I
—_

a) Bringen Sie das Gleichungssystem mit Hilfe des Gauflalgorithmus auf Zeilenstufenform
und lesen Sie daraus den Rang der Matrix

N — W

2 1
A= 10
1 1

ab. Beachten Sie die Hinweise zur Notation des Gauflalgorithmus!

b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
AZ=0, (ZeR%

c) Ist der Vector ¥ = <%§> mit 1 = 19 = 1, 3 = 0 eine Losung des inhomogenen

Gleichungssystems?



d) Bestimmen Sie die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems.

3. Aufgabe (4 Punkte)
Betrachten Sie (wieder) die Matrix

A=

—_ =N
—_ O =
N — W

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom der Matrix A.
b) Zeigen Sie, da8 Null ein Eigenwert von A ist.

c¢) Betrachten Sie A als lineare Abbildung von R* nach R? und berechnen Sie den Eigen-
raum von A zum Eigenwert Null.

d) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

G ag, goy=| 1
PP A y\wr= .

wobei : R* — R3. Hinweis: Beachten Sie, daf 7(0) ein Eigenvektor von A ist.

4. Aufgabe (3 Punkte)
Berechnen Sie die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

A M(2x2,R) —  M(2x2,R),
( a b ) 5roa=b
—
¢ d ed ¢
bzgl. der Basis B = {b1, ..., bs}, gegeben durch

11 1 -1 0 0 0 O
o (28 (3 ) (00 Yo (00,



5. Aufgabe
Betrachten Sie die beiden Vektoren

1 \/5 . 1 _\/5
b1:§ 1 5 b2:§ 1 5
1 1

im euklidischen Raum R? mit Skalarprodukt

— — €z — )
(Z,7) == x1y1 + Toyo + x3ys, (¥ = < 1), Y= <g§> €R3)

€2
z3

a) Zeigen Sie, daf by, by orthonormal (d.h. orthogonal und normiert) sind.

b) Ergénzen Sie l;l, 52 zu einer Orthonormalbasis des R3.

6. Aufgabe
Losen Sie das Anfangswertproblem

y'(t) + 2y (t) + 2y(t) = 0, y(0) =0, y'(0)=1

wobei y: R — R.

(3 Punkte)

(4 Punkte)



TECHNISCHE UNIVERSITAT BERLIN WS 2000/2001
Fachbereich 3 - Mathematik
Seiler / Rambau

Priifungs/-Ubungsschein-Klausur (Verstindnisteil)
Lineare Algebra fiir Ingenieure/E-Techniker

(O Ich wiinsche den Aushang der Ergebnisse meiner Klausur unter Angabe meiner
Matr.—Nr. am Schwarzen Brett beim HM-Service-Center (Raum MA 708).

(O Ich wiinsche den Aushang der Ergebnisse meiner Klausur unter Angabe meiner
Matr.—Nr. im WWW? (geschiitzt durch ein Passwort).

Unterschrift

Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt mit Notizen sind keine Hilfsmittel zugelassen.
Die Losungen sind in Reinschrift auf A4 Bldttern abzugeben. Mit Bleistift geschriebene
Klausuren konnen nicht gewertet werden. Die Gesamtklausur ist mit mindestens 16 von
40 Punkten bestanden, wenn in jedem der beiden Teile der Klausur mindestens 5 von 20
Punkten erreicht werden. Fragen kénnen wahrend der Klausur leider nicht beantwortet
werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Verstdndnisaufgaben, sie sollten ohne grofien Rechen-
aufwand mit den Kenntnissen aus der Vorlesung losbar sein. Geben Sie immer eine kurze
Begriindung an. Die Bearbeitungszeit betriagt eine Stunde.
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Verstandnisaufgaben

1. Aufgabe (2 Punkte)
Betrachten Sie den Vektorraum der (2 x 2)-Matrizen

M(2 x 2,R) == {(*%)]a,b,c,d € R}

und darin die Teilmengen

My = {(§3)la b deR},

My = {(225)]abdeR},

M; = {(*%)]a,bc,deR, a+d=0},
My = {(¢%)]a,b,e,d eR, det(25) =0}

Entscheiden Sie bitte, welche der folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. (Zutreffendes
bitte ankreuzen, ohne Angabe einer Begriindung.)

‘ ‘ wahr falsch ’

M, ist Untervektorraum des M(2 x 2, R). O O

M, ist Untervektorraum des M(2 x 2, R).

O O
Mj ist Untervektorraum des M(2 x 2, R). O O
O O

M, ist Untervektorraum des M(2 x 2, R).

Hinweis: M; ist etwas kniffig.

2. Aufgabe (6 Punkte)
1 2 3

SeibeRund A:=| 1 2420 3
I 2 340

1. Fiir welche b € R existiert die inverse Matrix A~1?
Begriinden Sie die Antwort auf zwei Weisen (ohne A™' auszurechnen) unter Verwen-
dung der Begriffe

(i) Determinante von A,
(ii) Rang der Matrix A.

2. Entscheiden Sie (ohne eine Begriindung anzugeben), ob fiir # € R? das
Gleichungssystem



O 1osbar
(i) fir b=0 [0 eindeutig 16sbar ist.
UJ nicht 1osbar

[ 16sbar
(ii) firb=1 [J eindeutig 16sbar ist.
[ nicht 16sbar

3. Fiir welche b € R sind die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig?

3. Aufgabe (5 Punkte)
Sei d = <§§> € R3, @ # 0, ein Vektor. Betrachten Sie die lineare Abbildung

L:R® — R3,
T — ITXa
(i) Verifizieren Sie, da§ L bzgl. der Standardbasis die Darstellungsmatrix

0 as —das
AL = —as 0 ay
as —ay 0

besitzt.
(ii) Bestimmen Sie die Terme (@, L(Z)) und (&, L(Z)).
(iii) Besitzt die Gleichung A% = @ eine Losung?
(iv) Bestimmen Sie die Dimension des Kerns von L.

4. Aufgabe (3 Punkte)
Gegeben sei die Differentialgleichung

dy

o = a0, a=( 1)

mit dem Anfangswert

wobei 7: R? — R2.

(i) Zeigen Sie, daB (0) ein Eigenvektor von A ist.
(ii) Wie lautet die Losung des Anfangswertproblems?



(iii) Berechnen Sie den Propagator

und verwenden Sie dabei, daf} gilt

A = E+D,
D? = 0

5. Aufgabe (4 Punkte)
Betrachten Sie den euklidischen Vektorraum R? mit dem Skalarprodukt

<f7y_>::x1yl+x2y27 (f:(£§>7g:<gé)ER2)

und einen Vektor @ = (§1) € R? der Lénge eins, d.h. (@, d) = 1. Zeigen Sie, daf die
Abbildung
P: R2 — R?

r — (Z,d)ad
die folgenden Eigenschaften besitzt:

i) P2=P

(ii) @ ist Eigenvektor zum Eigenwert eins.

(iii) Der Kern von P hat die Dimension eins.

(iv) Das Bild von P hat die Dimension eins.

Hinweis: Verwenden Sie fiir (iii) und (iv), da8 {@, @t} mit @+ = (%2, ) eine Basis des R?
ist.



