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Die Gesamtklausur ist mit 32 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der
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1. Aufgabe 9 Punkte

Gegeben ist die Matrix

A =


1 2 −1
2 5 2
1 4 7
1 3 3

 .

1. Bestimmen Sie den Rang der Matrix A.

Lösung:


1 2 −1
2 5 2
1 4 7
1 3 3

 2.Z:2.−2∗1.;3.Z.:3.−1.;4.Z.:4.−1.←→


1 2 −1
0 1 4
0 2 8
0 1 4


3.Z.:3.−2∗2.;4.Z.:4.−2.←→


1 2 −1
0 1 4
0 0 0
0 0 0


1.Z.:1.−2∗2.←→


1 0 −9
0 1 4
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

:=Ã

Aus dieser normierten Zeilen-Stufenform lesen wir ab, dass der Rang von
A zwei ist.

2. Bestimmen Sie den Kern der linearen Abbildung ~x 7→ A~x.

Lösung:
Aus der in der vorigen Teilaufgabe berechneten normierten Zeilen-Stu-
fenform von A können wir den Kern der Abbildung ~x 7→ A~x ablesen:
Die Lösungsmenge des Gleichungssystems A~x = ~0 hat einen freien Pa-
rameter. Wir führen daher den freien Parameter x3 = λ ein. Aus der 2.
Zeile von Ã erhalten wir x2 = −4λ; aus der 1. Zeile von Ã erhalten wir
x1 = 9λ. Der Kern der Abbildung ist also:

Kern(A) = span


 9
−4
1


2. Aufgabe 7 Punkte

Für den Vektorraum R2 seien die Basen B1 und B2 gegeben durch

B1 =

{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
, B2 =

{(
1
2

)
,

(
2
5

)}
.

Bestimmen Sie die darstellende Matrix S der Koordinatentransformation von
B1 nach B2.



Mit anderen Worten: Finden Sie diejenige Matrix S, die ~xB2 = S~xB1 für jeden
Vektor ~x ∈ R2 erfüllt.

Lösung:
Für die Basiswechselmatrix S gilt gemäß kommutativem Diagramm:

S = KB2 ◦K−1
B1

mit den Koordinatenabbildungen KB1 und KB2 .
Da die Basis B1 die Standardbasis ist, ist die Koordinatenabbildung KB1 die
identische Abbildung (d.h. sie ist als Abbildung R2 → R2 gegeben durch ~x 7→
E2~x mit der 2× 2-Einheitsmatrix E2).
Für K−1

B2
als Abbildung R2 → R2 liest man die entsprechende 2×2-Matrix aus

der Basis direkt ab; in ihr stehen die Basisvektoren als Spalten:

K−1
B2

=

(
1 2
2 5

)
Wie berechnen ihre Inverse:

KB2 =

(
5 −2
−2 1

)
Damit erhalten wir für die Basiswechselmatrix:

S = KB2 ◦K−1
B1

= KB2 ◦ E2 = KB2 =

(
5 −2
−2 1

)

3. Aufgabe 12 Punkte

Gegeben sei die lineare Abbildung A : R3 → R3 mit ~x 7→ A~x und

A =

 2 2 1
0 2 0
−1 5 0

 .

1. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A und bestimmen Sie
die Eigenwerte von A.

Lösung:
Für das charakteristische Polynom von A gilt:

pA(λ) = det(A− λE3)

= det

 (2− λ) 2 1
0 (2− λ) 0
−1 5 (−λ)


= (2− λ) · [(2− λ)(−λ) + 1]

= (2− λ) · [λ2 − 2λ + 1]

= (2− λ) · (λ− 1)2

Da die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
von A sind, lesen wir für sie aus der letzten Gleichung ab:

λ1 = 2 (algebraische Vielfachheit: 1)

λ2 = 1 (algebraische Vielfachheit: 2)



2. Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert den zugehörigen Eigenraum.

Lösung:
Der Eigenraum zu einem Eigenwert λ ist der Kern von A − λE3. Wir
lösen also das entsprechende homogene lineare Gleichungssystem.

λ = 2 :
Wir müssen (A− 2E3)~x = ~0 lösen.

A− 2E3 =

 0 2 1
0 0 0
−1 5 −2


Darauf wenden wir den Gaußalgorithmus an: 0 2 1

0 0 0
−1 5 −2

 3.Z.:−3.;Zeilen vertauschen←→

 1 −5 2
0 2 1
0 0 0


1.Z.:1.+5/2∗2.;2.Z.:1/2∗2.←→

 1 0 9/2
0 1 1/2
0 0 0


Hieraus lesen wir sofort für den Eigenraum ab:

Eigenraum(A, 2) = span{

−9/2
−1/2

1

}
Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).

λ = 1 :
Wir müssen (A− 1E3)~x = ~0 lösen. Es gilt:

A− 1E3 =

 1 2 1
0 1 0
−1 5 −1


Darauf wenden wir den Gaußalgorithmus an: 1 2 1

0 1 0
−1 5 −1

 3.:1.+3.←→

 1 2 1
0 1 0
0 7 0


3.:3.−7∗2.;1.:1.−2∗2.←→

 1 0 1
0 1 0
0 0 0


Hieraus lesen wir sofort für den Eigenraum ab:

Eigenraum(A,−1) = span{

 1
0
−1

}
Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).



3. Falls A diagonalisierbar ist, geben Sie eine zugehörige Diagonalmatrix
an. Falls A nicht diagonalisierbar ist, begründen Sie, wieso die Matrix A
nicht diagonalisierbar ist.

Lösung:
In a) haben wir die Eigenwerte und ihre algebraischen Vielfachheiten be-
stimmt. In b) haben wir die zugehörigen Eigenräume bestimmt und ihre
Dimensionen abgelesen. Die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten stimmen nicht überein. Daher ist A nicht diagonalisierbar.

4. Aufgabe 12 Punkte

Betrachten Sie die lineare inhomogene Differentialgleichung

d2x

dt2
(t) + 4x(t) = cos(t) (für alle t ∈ R) (1)

1. Bestimmen Sie mit dem Exponentialansatz die Lösungsgesamtheit der
zu (1) gehörenden homogene Differentialgleichung.

Lösung:
Die zu (1) gehörende homogene Differentialgleichung lautet:

d2x

dt2
(t) + 4x(t) = 0 (für alle t ∈ R) (2)

Wir machen den Exponentialansatz für eine Lösung der homogenen DGL:

x(t) = eλt

Nun berechnen wir die Ableitungen:

dx

dt
(t) = λeλt,

d2x

dt2
(t) = λ2eλt

Nun setzen wir den Ansatz in die homogene DGL (2) ein:

d2x

dt2
(t) + 4x(t) = 0 (für alle t ∈ R) (3)

⇐⇒ λ2eλt + 4eλt = 0 (für alle t ∈ R) (4)

⇐⇒ eλt(λ2 + 4) = 0 (für alle t ∈ R) (5)

⇐⇒ λ2 + 4 = 0 (6)

Die letzte Gleichung ist die charakteristische Gleichung. Ihre Lösungen
sind:

λ1 = 2i, λ2 = −2i

Da wir zwei konjugiert komplexe Nullstellen gefunden haben, erhalten
wir zwei linear unabhängige Lösungen der homogenen DGL (2) als Real-
und Imgaginärteil:

x1(t) = Re e2it = cos(2t), x2(t) = Im e2it = sin(2t)

Die allgemeine Lösung der homogenen DGL ist der Span von ihnen:

xh(t) = µ1 x1(t) + µ2 x2(t) = µ1 cos(2t) + µ2 sin(2t), (µ1, µ2 ∈ R)



2. Zeigen Sie, dass durch xp(t) = 1
3
cos(t) eine Lösung der inhomogenen

Differentialgleichung (1) gegeben ist.

Lösung:
Wir berechnen die Ableitungen von xp:

dxp

dt
(t) = −1

3
sin(t),

d2xp

dt2
(t) = −1

3
cos(t)

Wir setzen dies in die DGL ein:

d2xp

dt2
(t) + 4xp(t) = −1

3
cos(t) +

4

3
cos(t) = cos(t)

Daraus lesen wir ab, dass xp tatsächlich die inhomogene DGL (1) erfüllt.

3. Bestimmen Sie die Lösungsgesamtheit der inhomogenen Differential-
gleichung (1).

Lösung:
Die Lösungsgesamtheit der inhomogenen DGL (1) ist die Summe aus der
Lösungsgesamtheit der homogenen DGL und einer Lösung der inhomo-
genen DGL. Die allgemeine Lösung der homogenen DGL haben wir in a)
bestimmt. In b) haben wir gezeigt, dass xp eine Lösung der inhomoge-
nen DGL ist. Damit erhalten wir als Lösungsgesamtheit der inhomogenen
DGL:

x(t) = xh(t)+xp(t) = µ1 cos(2t)+µ2 sin(2t)+
1

4
cos(t), (µ1, µ2 ∈ R)

(7)


