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Losungen: Lineare Algebra fiir Ingenieure
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In welchem Semester haben Sie (falls erforderlich)
60 % der Hausaufgabenpunkte erreicht? —  ccoeeeiiiin

Neben einem handbeschriebenen A4 Blatt mit Notizen sind keine weiteren
Hilfsmittel zugelassen. Es sind keine Taschenrechner und keine Handys
zugelassen!

Die Losungen sind in Reinschrift auf A4 Blittern abzugeben. Mit Bleistift
geschriebene Klausuren kénnen nicht gewertet werden.

Dieser Teil der Klausur umfasst die Rechenaufgaben. Geben Sie immer den
vollstindigen Rechenweg an.

Die Bearbeitungszeit betrigt eine Stunde.

Die Gesamtklausur ist mit 32 von 80 Punkten bestanden, wenn in jedem der
beiden Teile der Klausur mindestens 10 von 40 Punkten erreicht werden.
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1. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben ist die Matrix

— =N
W = Ut N
W~ N =

1. Bestimmen Sie den Rang der Matrix A.

Losung:

1 2 -1 1 2 -1
2 5 2 2.2:2.-2:13.2.:3 14,241, 0 1 4
1 4 7 0 2 8
1 3 3 0 1 4
1 2 -1
3.Z.:3.72<ﬂ1).2.:4.72. 0 1 4
0 O 0
0 O 0
1 0 -9
1.Z:1.-2+2. 0 1 4
0 0 0
0 O 0

—i

Aus dieser normierten Zeilen-Stufenform lesen wir ab, dass der Rang von
A zwei ist.

2. Bestimmen Sie den Kern der linearen Abbildung 7 +— AZ.

Losung:

Aus der in der vorigen Teilaufgabe berechneten normierten Zeilen-Stu-
fenform von A konnen wir den Kern der Abbildung 7 — AZ ablesen:
Die Losungsmenge des Gleichungssystems AZ = 0 hat einen freien Pa-
rameter. Wir fithren daher den freien Parameter x3 = \ ein. Aus der 2.
Zeile von A erhalten wir zo = —4); aus der 1. Zeile von A erhalten wir
x1 = 9A. Der Kern der Abbildung ist also:

9
Kern(A) = span —4
1

2. Aufgabe 7 Punkte

Fiir den Vektorraum R? seien die Basen B; und By gegeben durch

5=10) 0 =G 6

Bestimmen Sie die darstellende Matrix S der Koordinatentransformation von
B nach Bs.



Mit anderen Worten: Finden Sie diejenige Matrix S, die 5, = S, fiir jeden
Vektor 7 € R? erfiillt.

Losung:
Fiir die Basiswechselmatrix S gilt gemafl kommutativem Diagramm:

S =Kp, 0 Kg'

mit den Koordinatenabbildungen Kp, und Kp,.

Da die Basis B; die Standardbasis ist, ist die Koordinatenabbildung Kjp, die
identische Abbildung (d.h. sie ist als Abbildung R? — R? gegeben durch 7 —
E>Z mit der 2 x 2-Einheitsmatrix Es).

Fir K 521 als Abbildung R? — R? liest man die entsprechende 2 x 2-Matrix aus
der Basis direkt ab; in ihr stehen die Basisvektoren als Spalten:

1 2
-1

= (s 3)
Wie berechnen ihre Inverse:

5 -2
KBQ_(—Q 1)

Damit erhalten wir fiir die Basiswechselmatrix:

_ 5 —2
S:KB2OK811:KBQOE2:KBQ:(_2 1)

3. Aufgabe 12 Punkte
Gegeben sei die lineare Abbildung A : R?* — R? mit Z — AZ und

A:

— o N
(G2 0 NI V]
S O =

1. Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A und bestimmen Sie
die Eigenwerte von A.

Losung:
Fiir das charakteristische Polynom von A gilt:

pa(\) = det(A — \Es)

(2 -\ 2 1
= det (2—-2N)
—1 5 (=)
= 2=2- 1= +1

= 2-XN-[N-2x+1]
= 2-A)-(A=1)

Da die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
von A sind, lesen wir fiir sie aus der letzten Gleichung ab:

A1 = 2 (algebraische Vielfachheit: 1)
Ay = 1 (algebraische Vielfachheit: 2)



2. Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert den zugehérigen Eigenraum.
Losung:
Der Eigenraum zu einem Eigenwert A ist der Kern von A — AE3. Wir
16sen also das entsprechende homogene lineare Gleichungssystem.
A=2:
Wir miissen (A — 2E5)7 = 0 l6sen.

1
0

0
A—-2E; = 0
-1 -2

Tt O N

Darauf wenden wir den Gaualgorithmus an:

0 2 s e . 1 -5 2

0 0 0 3.Z.:—3.;Zeilen vertauschen 0 2 1

1 5 =2 0 00
1.Z.:1.45/2%2.52.Z.:1 /22 L 0 9/2

Z.:1.45/2%2.52.7Z.:1 ) 2%2. 0 1 1/2

0 0 0

Hieraus lesen wir sofort fiir den Eigenraum ab:
—9/2
Eigenraum(A,2) = span{ | —1/2 | }

1

Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).

A=1:
Wir miissen (A — 1E5)7 = 0 losen. Es gilt:

1
A—-1FE5 = 0
-1

U — N

Darauf wenden wir den Gauflalgorithmus an:

)
Do
|

1
0
1

Ot — DN

3.:3. 7*211 —2x2.

O O = OO
O~ O N~ N
OO = OO

Hieraus lesen wir sofort fiir den Eigenraum ab:

1
Eigenraum(A, —1) = span{| 0 |}
—1

Dieser Eigenraum hat Dimension 1 (geometrische Vielfachheit: 1).



3. Falls A diagonalisierbar ist, geben Sie eine zugehorige Diagonalmatrix
an. Falls A nicht diagonalisierbar ist, begriinden Sie, wieso die Matrix A
nicht diagonalisierbar ist.

Losung:

In a) haben wir die Eigenwerte und ihre algebraischen Vielfachheiten be-
stimmt. In b) haben wir die zugehérigen Eigenrdume bestimmt und ihre
Dimensionen abgelesen. Die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten stimmen nicht iiberein. Daher ist A nicht diagonalisierbar.

4. Aufgabe 12 Punkte
Betrachten Sie die lineare inhomogene Differentialgleichung

d*x .

W(t) + 4x(t) = cos(t) (fiir alle t € R) (1)

1. Bestimmen Sie mit dem Exponentialansatz die Losungsgesamtheit der
zu (1) gehorenden homogene Differentialgleichung.

Losung:
Die zu (1) gehérende homogene Differentialgleichung lautet:

Az ..
W@) +4z(t) =0 (fiir alle t € R) (2)

Wir machen den Exponentialansatz fiir eine Losung der homogenen DGL:
z(t) = eM
Nun berechnen wir die Ableitungen:

dx dx

AT x0T 2w
o (t) = Xe™™, o7 (t) = \e

Nun setzen wir den Ansatz in die homogene DGL (2) ein:

d?x

W(t) +4z(t) =0 (fiir alle t € R) (3)
= NeMtdeM =0 (fir alle t € R) (4)
— MA2+4)=0 (firalletcR) (5)
= N+4=0 (6)

Die letzte Gleichung ist die charakteristische Gleichung. Thre Losungen
sind:
A1 = 21, Ao = —2i

Da wir zwei konjugiert komplexe Nullstellen gefunden haben, erhalten
wir zwei linear unabhéngige Losungen der homogenen DGL (2) als Real-
und Imgaginérteil:

71(t) = Ree* = cos(2t), To(t) = Im e** = sin(2t)
Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist der Span von ihnen:

o (t) = pr @1 (t) + paw2(t) = pa cos(2t) + po sin(2t),  (p1, p2 € R)



2. Zeigen Sie, dass durch z,(t) = % cos(t) eine Losung der inhomogenen

Differentialgleichung (1) gegeben ist.

Losung:
Wir berechnen die Ableitungen von z,:

dxp 1 . d2$p 1
E(t) -3 sin(t), pTE) (t) = —3 cos(t)
Wir setzen dies in die DGL ein:
d? 1 4
d;p (1) + 4z, (t) = —3 cos(t) + 3 cos(t) = cos(t)

Daraus lesen wir ab, dass x,, tatséchlich die inhomogene DGL (1) erfiillt.

3. Bestimmen Sie die Losungsgesamtheit der inhomogenen Differential-
gleichung (1).

Losung:

Die Losungsgesamtheit der inhomogenen DGL (1) ist die Summe aus der
Losungsgesamtheit der homogenen DGL und einer Losung der inhomo-
genen DGL. Die allgemeine Losung der homogenen DGL haben wir in a)
bestimmt. In b) haben wir gezeigt, dass z, eine Losung der inhomoge-
nen DGL ist. Damit erhalten wir als Losungsgesamtheit der inhomogenen

DGL:

x(t) = xp(t) +2,(t) = 1 cos(2t) + po sin(2t) + i cos(t), (1, 2 € R)

(7)



