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1. Aufgabe (10 Punkte)

Sei A € R™" eine invertierbare n x n-Matrix. Welche Aussagen kénnen Sie treffen {iber

(a) die Determinante von A:
det A # 0 (1 Punkt),

(b) die Losungsmenge des Gleichungssystems AZ = 0:
¥ = 0 ist die einzige Losung (2 Punkte). (Wird nur angegeben, dass es eine ein-
deutige Losung gibt (ohne & = 0 zu nennen), gibt es 1 von 2 Punkten.)

(c) die Losungsmenge des Gleichungssystems AZ = b fiir beliebiges b € R™
Das Gleichungssystem besitzt ebenfalls eine eindeutige Losung (1 Punkt).

(d) den Rang von A:
A hat vollen Rang (2 Punkte).

(e) den Kern von A:
der Kern besteht nur aus dem Nullvektor, d.h. Kern(A4) = {0} (2 Punkte).

(f) die lineare Abhéngigkeit/ Unabhéngigkeit der Zeilenvektoren von A:
die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéingig (2 Punkte).

2. Aufgabe (12 Punkte)
Gegeben sei die Matrix
1 2 3 4
05 6 7
A= 008 9
0 0 0 10

(a) Geben Sie die Eigenwerte von A und ihre algebraischen Vielfachheiten an:
Die Eigenwerte lauten A\; = 1, Ay = 5, A3 = 8 und Ay = 10 (1 Punkt). Begriindung
(1 Punkt): Es handelt sich um eine Dreiecksmatrix, also kénnen die Eigenwerte
einfach auf der Diagonale abgelesen werden. (Alternative: Es gibt auch dann einen

Punkt, wenn die Eigenwerte iiber das charakteristische Polynom ausgerechnet wer-
den.)

Die algebraische Vielfachheit betrigt jeweils 1 (1 Punkt).



(b) Geben Sie die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von A an, ohne die Ei-
genvektoren auszurechnen:
Die geometrische Vielfachheit jedes einzelnen Eigenwerts lautet 1 (1 Punkt). Be-
griindung: Zu jedem Eigenwert existiert immer mindestens ein Eigenvektor, also
ist die geometrische Vielfachheit jeweils > 1 (1 Punkt). Da die geometrische im-
mer kleinergleich der algebraischen Vielfachheit ist, ist die geometrische Vielfachheit
auch jeweils <1 (1 Punkt).

(c) Ist A diagonalisierbar?
Ja, A ist diagonalisierbar (1 Punkt), denn algebraische und geometrische Vielfach-
heiten sind gleich (1 Punkt).

(d) Geben Sie die Determinante von A an:
(1 Punkt) fir das Ergebnis det(A) = 400.

(1 Punkt) fiir die Begriindung (Dreiecksmatrix, also ist die Determinante das Pro-
dukt der Diagonalelemente) oder fiir eine korrekte Berechnung, z.B. iiber Gauf§ oder
Laplace-Entwicklung.

(e) Die Eigenwerte von A? sind die Quadrate der Eigenwerte von A (1 Punkt) und
lauten 1,25, 64,100. (1 Punkt)

3. Aufgabe (8 Punkte)

Geben Sie jeweils mit Begriindung an, ob es sich bei der Menge U um einen Teilraum des
Vektorraumes R?? handelt.

a b
(a) U—{{ . 0} ’a,meR} :
Es handelt sich um einen Teilraum (1 Punkt), denn
— mit jeder Matrix u € U ist auch Au € U (1 Punkt).
a b Aa  Ab
Rechnung (1 Punkt): )\< c 0 ) = ( e 0 )

— fiir je zwei Matrizen u,v € U ist auch u+v € U (1 Punkt).
Rechnung (1 Punkt): ar by 4+ 2 by _ [ @ ta by + by .
C1 0 0 0

Co 1+ Co
a b
(b) U = o1 a,bce R} :

Dies ist kein Teilraum (1 Punkt).

Begriindung (2 Punkte): Der ”Nullvektor” liegt nicht in U, d.h. [ 8 8 } g U.

Oder: Fir u € U und XA # 1 ist Au € U (ein Gegenbeispiel geniigt). Oder: Fiir
u,v € Uist u+v ¢ U (auch hier gentigt ein Gegenbeispiel).



4. Aufgabe (10 Punkte)

Sei < .,. > ein Skalarprodukt auf dem reellen Vektorraum V', und sei ||.|| die assoziierte
Norm. Ferner seien v, w € V. Zeigen Sie:
(a) ||v+w|?* = ||v||* + ||w]||* genau dann, wenn < v, w >= 0:

Ein moglicher Rechenweg lautet:

lv+w|® = <v+wv+w>
= <>+ <v,w>+<w,v>+<ww>
= [l +2 <v,w > +|w|? .

Die Punkteverteilung lautet folgendermafien:

e 1 Punkt dafiir, die Norm per Definition durch das Skalarprodukt zu ersetzen,
d.h. fir ||v + w|?* =< v+ w,v+w > oder ||v||* =< v,v >
oder [|w|]* =< w,w >,

e 1 Punkt dafiir, die Symmetrie des Skalarprodukts zu verwenden, d.h. fiir
<v,w >=< w,v >,

e 1 Punkt fiir die Linearitdat des Skalarprodukts, z.B. fiir
<v+w,v+w>=<v+w,v>+<vt+ww >,

e 1 Punkt fiir die komplett richtige und vollstdndige Rechnung, und
e 1 Punkt fiir eine kurze Begriindung, warum die zu zeigende Aussage nun folgt.
(b) < v+ w,v —w >= 0 genau dann, wenn ||v|| = ||w]:
Ein moglicher Rechenweg lautet:
<vtw,v—w> = <vv>—<vw>+<wv>—<ww>
= <v,v>—<w,w>
= [lvl* = [Jwl* .
Wie bei Teilaufgabe (a) werden die Punkte folgendermaflen vergeben:

e 1 Punkt dafiir, die Norm per Definition durch das Skalarprodukt zu ersetzen,
d.h. fiir [[v]|? =< v,v > oder ||w|]* =< w,w >,

1 Punkt dafiir, die Symmetrie des Skalarprodukts zu verwenden, d.h. fiir
<v,w >=< w,v >,

1 Punkt fiir die Linearitat des Skalarprodukts, z.B. fiir
<v4+w,v—w>=<v+w,v>—<Uv+ww >,

1 Punkt fiir die komplett richtige und vollstéindige Rechnung, und

1 Punkt fiir eine kurze Begriindung, warum die zu zeigende Aussage nun folgt.



