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1. Aufgabe (12 Punkte)

-

(a) Mit dem GauB-Algorithmus [A|b] auf Zeilen-Stufen-Form bringen:

1 0 3 1 1 0 3 1 10 3|1
1 2 4 2 = o 2 1 1 M0 2 11| (2 Punkte)
—2 0 —6|-2+4 2 0 —6|-2+4 00 0|3

Der Rang von A is definiert als die Anzahl der nichtverschwindenden Zeilen in
1 0 3
0 2 1|,
0 00

also Rang(A) =2 (1 Punkt).

-

Analog ist der Rang von [A]b] die Anzahl der nichtverschwindenden Zeilen in

10 3|1
02 1|1 ],
00 0

B
also
- 2 , furg=0
Rang([A|b]):{ . fm?;&o } (1 Punkt).
(b) ,
. hat keine Losung fuir 6 #0
Das Gleichungssystem { hat unendlich viele Losungen fiir =0 } (2 Punkte).

(c) Fiir 8 # 0 ist die Losungsmenge laut Teil (b) leer, d. h. L = () (1 Punkt).
Fiir 8 = 0 erhélt man

o
L = { To €R3‘2x2+x3:1undx1+3x3:1}
_:'US
[ 1 -3
= { 1/2 | +x3 | —1/2 ‘1‘3€R} (2 Punkte).
0 1

(d) Z. B. mit Hilfe von Algorithmus 4.5.3 kann man eine Basis des Bildes bestimmen:

1. Transponiere A:
-2
0

1
AT =10
3 —6

IS R

2. Bringe AT (mit dem GauB-Algorithmus) auf Zeilen-Stufen-Form:

11 - 11 o 2 ]
02 o [0 2 210 2 0 | = AT (2 Punkte).
3 4 —6 01 0 00 0



3. Die Nicht-Null-Zeilen von AT bilden (als Spaltenvektoren im R?® aufgefasst) eine Basis des Bildes.

1 0
Eine Basis des Bildes ist also B = { 11,1 2 } (1 Punkt)
-2 0

2. Aufgabe (11 Punkte)

(a) Lineare Unabhingigkeit. Seien A1, A2, A3 € R.

A1p1 + A2p2 + Asps = 0 (1Punkt)

& Mip1(@) + Aopa(x) + Asps(z) =0 Vz eR

= )\1])1(1‘) + /\ng(l') + /\3])3(.2?) =0 fir x € {—1,0, 1} (lPunkt)
A(=1)+2x =0

& A(-1) =0
)\1(_1) + 2)\3 = 0
-1 2 0 A1 0

< | -1 0 0 A | =10
1.0 2 A3 0

S A =X=X3=0 (lPunkt)

Also sind die drei Polynome linear unabhéingig (1 Punkt).

(b) Zwei alternative Losungswege.

1. Alternative: Nach Algorithmus 7.3.2 des Skriptes.

1) Berechnen der Bilder der Basisvektoren. Wir schreiben L(p) und L(p)(x) = ... firr das
Polynom des R<s[z], das wir nach Anwendung der Abbildung L auf das Polynom p € R<y[x]
erhalten.
/ d
Lip)(z) = pi(z)+pi(2) (= %1 +1)=1 (1Punkt)
d
L) = ) +pale) (= rta) =14s (1Punky
d
L) = )+l (= ot +at) <2e bt (Punk)

2) Berechnen der Koordinaten bzgl der Basis B = {p1, p2,p3}-

1
L(p1) = p1 = Kp(L(p1)) = Kg(p1) = | 0 (1Punkt)
0
1
L(p2) = p1 +p2 = Kp(L(p2)) = | 1 (1Punkt)
0
0
L(ps) = 2p2 + ps = Kp(L(ps)) = | 2 (1Punkt)
1
1 10
3) Diese Koordinaten bilden die Spalten der darstellenden Matrix: | 0 1 2 (1 Punkt).
0 01

2. Alternative: Nach der Definition 7.3.1 der darstellenden Matrix.
Ansatz:

Ly=KgoLoKg' (1Punktsx)
0 0

1
mit Kg(p1) = | 0 | ,Kp(p2)=| 1 |,Kp(ps)=| 0
0 0 1



Wir berechnen die Spalten der darstellenden Matrix Lg als Lge; = Kgo Lo Kgl(ei). Fiir die

Spalten jeweils 2 Punkte.
S e
KgoLoKg'(e1) = KpoLoKgz'(| 0 |)=KpoL(Kz'(| 0 |))=KgoL(p)=Kg(p)=
0 0
F o .
KgoLoKg'(es) = KpoLoKgz'(| 1 |)=KpoL(Kz'(| 1 |))=KpoL(p2)
0 0
1
= Kg(pi+p2)=| 1
0
0 0
KgoLoKg'(es) = KgoLoKgz'(| 0 |)=KpgoL(Kz'(| 0 |))=KpoL(ps)
1 1

0
= Kp(2p2+p3)=| 2
1

1 10
AlsoLg=|0 1 2 (1 Punkt*, alternativ zum vorherigen * Punkt).
0 0 1
3. Aufgabe (9 Punkte)
Eigenwerte:
-2 1 2
det(B—AI) = det 1 =X4+1=0 (1 Punkt)
= A1 =1 (1 Punkt), X =—i (1 Punkt)
Eigenvektoren zu A = :
—i 1] o [-1 —i L [-1 =i »
B-A = [1 Z] =~ {Z 1} (I II) = [o 0} (IT—iI) (1 Punkt)
rp=s€eR oder: z; =1
- . 1 . . .
—X1 — 1Ty = 0= T = —7.%1 = 1T =18 oder: X9 =1
oder:{ "2=5€ R . . oder: .y =1 , (2 Punkte)
—x1 —ixe =0= 21 = —izy = —is oder: z; = —i
S |1 R
== xl[z} oder: xl{l]
LU= —i
B = | M o~ 7L (I 1II) = —Li (IT+il) (1 Punkt)
-1 11 0 O
— r1=s€R oder: z; =1
—z1+ixeo =0= 129 = %xl = —jx1 = —is oder: x9=—i
) m2=s5€R oder: z,=1
oder: { —21 + iz =0= 21 =ixe =1is oder: xz;=1 } (2 Punkte)
= Ty = [_} oder: 7 = B]

Nur Z» = Z; angegeben (ohne Rechnung) 1 Punkt, richtige Begriindung ("EV zu konjugiert komplexen
EW sind ebenfalls konjugiert komplex zueinander” etc.) zusitzlich 2 Punkte.

4. Aufgabe (8 Punkte)

O =



(a) Esist || = V12 + 32+ 22 = v/14. (1 Punkt)
(b) Zuerst ist auszumultiplizieren:

11/5 11
—2 | . (1 Punkt)
15

o] =

Die Norm berechnet sich zu

171 = \/(“> ¥ (2) 32— ET9— Vil (1 Punkt)

5 5
1 11/5
(¢) Bsist (Z,g) =(| 3 |,| —2/5 |)="7 (1 Punkt),
2 3
und damit ~ . )
COS¢ — <x7?7> —

12 I7l — vid-vida 2

und damit o = % oder a = 60°. (1 Punkt)

(d) (1 Punkt) fiir Ansatz mit transponieren und (1 Punkt) fiir das Ergebnis:

L 13 4 0 3 0 4 10 0
(ﬂO:gg 0 0 5 4 0 -3|=]010
4 -3 0 05 0 0 0 1

(e) C ist orthogonal, denn CTC ergibt die Einheitsmatrix. (1 Punkt)



