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Verstandnisteil
1. Aufgabe (9 Punkte)
3 —-11 1 2
(a) Esgilt Au=| -2 4 2 1|=1|2|=2q [1P]
-1 1 5 0 0
(d.h. @ ist Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 2)
[ 3 -1 1] [1 [ 4
b)Ai=|-2 4 2||o|=]0]=47 [1P]
-1 1 5] 1] |4
= ¢ ist Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 4. [1P]
3 -1 170 [ 0
(c)Ad=|-2 4 2||1]|=]6]=6a
-1 1 5] |1 | 6
d.h. der Vektor u ist Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 6; [1P]
3 -11 1] 3]
A7=1 -2 4 2| |1]|=|4]#xn7
11 5] 1] |5]
der Vektor & ist demnach kein Eigenvektor zum Eigenwert As. [1P]
A1 0 0 200 110
(dAD=| 0 X 0 |=|040|1P]; S'=[u|djd]=]1 01 [1P]
0 0 Xs 0 0 6 011
(vgl. Algorithmus im Skript).
(e) det(A) =det(D)=2-4-6=48 [1P],
denn det(A) = det(S™!) - det(D) - det(S) = ﬁ(s) -det(D) - det(S) = det(D). [1P]
2. Aufgabe (10 Punkte)
(a) Es gilt Au =0, da 4 € Kern(A). [1P]

(b) Der Kern von A ist eindimensional, denn er wird von einem Vektor aufgespannt.[1P]
Die Dimension des Bildes von A ist gleich drei, [1P]
denn es gilt mit dem Dimensionssatz

4 = dim(Kern(A)) + dim(Bild(A)) = 1 + dim(Bild(A)). [1P]



(c) Rang (A) =3 [1P]
denn eine ZSF von A besitzt genau eine Nullzeile, oder: Rang = dim(Bild(A)) [1P]
(d) Die lineare Abbildung ist nicht injektiv, denn A@ = 0 = A(—), aber @ # —u; [1P]
Die Abbildung ist demzufolge nicht bijektiv. [1P]
(e) Die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems
ist {4+ 9|y € Kern(A)} [1P]
1 1
1
=1 Ll | s € R} [1P]
1 1
3. Aufgabe (11 Punkte)

(a) Esist L1 (Z + ¥) = L1(Z) + L1(¥), denn

T Y1 1+ Y1
L1 (f+ ?7) = L1 ) + Y2 = Ll To —+ Y2
T3 Y3 T3+ Y3
_ T3+ Y3 — To2 — Yo
201 + 2y + 2+ Y2 |
und das ist identisch mit
= = . . T3 — T2 Yz — Y2
Li(Z)+ Li(y) = Ly To + Iy Yo = 901 + 1 + 21 + s
xs3 Ys
T3 — T2+ Y3 — Y2
) 2 Punkt
{2x1+x2+2y1+y2} (2 Punkte)

Ebenso gilt Li(AZ) = AL{(Z), denn

)\ZEl
- - )\Ig — /\IQ . T3 — T2 . R
Li(\ZY) = Ly iig = [ INT1 - Al ] = { 2y + o ] = AL (Z). (2 Punkte)
3

L ist also linear.

Alternative: Man kann auch zeigen, dass Li(aZ + fY) = aL(Z) + SL1(y) gilt. Das

fasst beide Schritte in einem zusammen.

(b) Ly ist nicht linear (1 Punkt). Begriindung und Rechnung (2 Punkte) z.B. anhand

eines Gegenbeispiels dhnlich dem folgenden: sei ¥ = 0

Moa(F) = 0+ Lo(7) = [8]

LQ(Af):LQm-f):LQ([gD _ [H

aber

1 } und A = 0. Dann ist



(c) Sind p und ¢ beliebige Polynome aus dem Raum R<s[z], so ist
Ly(p+q) = (p+q)+p+q = p'+¢+p+q = (¢'+p)+(¢'+q) = Ls(p)+L3(q).(2 Punkte)
AuBerdem ist
L3(Ap) = (Ap)' + (Ap) = A" + Ap = A(p' +p) = ALs(p). (2 Punkte)

Ls ist also linear. Ausfiihrlicher, aber anschaulicher wird die Rechnung, wenn man
konkrete Polynome mit beliebigen Koeffizienten benutzt, z.B. p(z) = ayz* + bz +¢;
und ¢(z) = aoz? + box + Co.

Auch hier kann man alternativ beide Schritte in einem zusammenfassen, indem man
zeigt, dass Ls(ap + 8q) = aLs(p) + BL3(q) gilt.

4. Aufgabe (10 Punkte)
(a) Das Volumen des Spats stimmt mit dem Betrag der Determinante der Matrix

S := [v| @] Z] iiberein [1P]
und |det(S)| =|—-2—-2+1|=3. [1P]
(b) Die Vektoren v, , Z sind linear unabhéngig [1P]
denn anderenfalls hétte die Determinante von S gleich 0 sein miissen. [1P]

(c) Das Volumen des von Av, AW und AZ aufgespannten Spats ist gleich

| det([AV | Aw | AZ))| = | det(A - [0 ]| @ | 2])| = | det(A) - det(S)| = 12. [1P]
(e)

(i) Der Winkel zwischen Qv und Qu ist ebenfalls « [1P]
(ii) Q| = V< QF,QU> = V< 7,0 > = ||7]| = V/5; [1P]
(ili) @ ist invertierbar [1P]

Es gilt Q71 = QT [1P]

(iv) det(Q) =1 oder det(Q) = —1, [1P]



