Verstandnisteil

1. Aufgabe [14 Punkte]

(a)

(b)

()

5 2 -3 =2 1 3
L | -4 -1 3 2 -1 | =3 _ .- . _
At = 0 0 0 -2 0 = 0 = 37;. Also ist Ay = 3.
o o 1 3 0 0

Wegen dim(C*) = 4 besteht jede Basis aus vier Elementen. Da die Dimension also
bekannt ist, reicht es zu zeigen, dass die gegebenen vier Vektoren linear unabhingig
sind. Dies ist laut Aufgabenstellung schon erfiillt. Also ist M eine Basis des C*.

Alternativ: lin. unabh. Erz.system; eindeutige Linearkombination

Weil M laut Teil b) eine Basis des C* ist und aus Eigenvektoren besteht, ist A
diagonalisierbar.

Alternativ: algebraische und geometrische Vielfachheiten aller Eigenwerte mit Begriindung be-

stimmen und auf Gleichheit iiberpriifen

Die Diagonalelemente der Matrix D bestehen aus den Eigenwerten von A in der Reihenfolge

3000
. . . 01 00
der Eigenvektoren in der Matrix S: D = 00 2 0
0 0 01
5 2 -3 5 9
1. Laplace liefert det(A) =2 -4 -1 3 | =2 =2-3=6.
0 0 1 -4l

Alternativ: det(A) = det(SDS™1) Theorem det(D)=3-1-2-1=6.
2. det(A?) = det(A - A) = det(A) - det(A) = 36.
3. det(AT) = det(A) = 6

Da #(0) ein Eigenvektor (zum Eigenwert A3 = 2) ist, gilt fiir die Losung des AWPs
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Alternativ: (t) = Set” S~14(0)
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3. Aufgabe [11 Punkte]

I —2

(a) 0= ) 1

‘:m1+2x2<:>:1:1:21:2. Damit ist Mlz{[ —jx] | :L“ER}.

Uberpriife fiir M; die drei Teilraumkriterien.

1. Da[g]:[_20'0]eMl,istM1;£@.

2. Seien [ —2 } , { —2y ] € M.
€r Y

. —2x 2y | [ —2z-2¢y| [ —2(x+y)
Danngllt{x]—k{y]—[ z+y ]—[ z+y € M;.

3. Sei)\ER,[_ix} e M.

Dann gilt A [ _j“" ] = [ A'&f“‘) ] = [ _2@“‘) ] € M;.

Da alle drei Teilraumeigenschaften erfiillt sind, ist M; ein Teilraum.
Alternativ:

1. Furf:[o]gﬂt‘ 8 _12 ‘:0:>6€M1:>M17é®

2. Seien ¥ = { 1 }g] [ b1 } e My, dh. 0=
€2 Y2

1 —2 ‘1‘1+2132,0

1 =2
ZTo 1

y2 1
1ty —2
r2t+y2 1
0+0=0=T+9 € M.

y1 + 2y> Dann gilt = (214 11) + 2(@2 + y2) = 21 + 229 + y1 + 2y 2

)\xl —2

coo I . . .
3. Sel ¥ = {x ] € My, A € R. Dann gilt fiir AZ : ‘ Aoy 1

2
225) "2 N0 = 0= \F e M.

‘ = Ar1 + 219 = )\(Il +

Da alle drei Bedingungen fiir Teilrdume erfiillt sind, ist M7 ein Teilraum.

? } Laut Skript ist eine
lineare Hiille von Elementen eines Vektorraums ein Teilraum. (Skript Theorem 5.2.11)

Weitere Alternative: Mit obiger Uberlegung ist M; = span {{ -

(b) Gegenbeispiel: Betrachte z.B. A = —1 € R und & = [ (1) ] = [ 104 } € Ms. Es ist

1 -1
xz* = —1 gibt. Also ist My nicht abgeschlossen bzgl. der Multiplikation mit Skalaren,
also kein Teilraum.

AT = —1 [ 0 } = [ 0 ] Dies ist kein Element in My, da es keine reelle Zahl x mit

(¢) Da fiir = 0 nicht 3z, — 2 = 4, gilt, ist 0 & M, also ist M kein Teilraum.

Alternative Begriindungen (Angabe eines Gegenbeispiels oder Nachweis, dass eine der Teilraum-
bedingungen nicht erfiillt ist) moglich.



2. Aufgabe [9 Punkte]

(a)

()

2 3 10 0 1 10 0 1
Esgilt | 2 3| =21 0 [4+3] 0 1| €span 1 0],]01 = Kern L.
2 3 10 0 1 10 0 1
Alternativ: 10 0 1 9 3 10 0 1
Kern(L) = ¢s| 1 0 |+t| 0 1 ||s,teRp.Da |2 3| =s|1 0|+4+¢t|0 1
10 0 1 2 3 10 0 1
2 3
losbar ist (s =2,t=3),ist | 2 3 | € Kern L.
2 3

dim Kern L: Dimension des Kerns ist Anzahl der Elemente in einer Basis des
Kerns, also dim Kern L = 2.

dim Bild L: Der Dimensionssatz liefert dim(R3?) = dim(Kern(L)) + dim(Bild(L))
= dim(Bild(L)) = 6 — 2 = 4.

1. Da nach Teil a) der Kern von L nicht nur aus der Nullmatrix besteht (oder:
dim(Kern(L))# 0), ist L nicht injektiv.

2. Da dim(Bild(L)) = 4 # 5 = dim(R®) = dim(W), ist L nicht surjektiv.

3. Da L nicht injektiv (oder: nicht surjektiv) ist, ist die Abbildung auch nicht bijektiv.

4. Aufgabe [6 Punkte]

()

Wahle zB. A= | | é].Dann istfl:[é H Es ist det(A) = —1 # 1 = det(A).
. Jo 1 o< 10 . a1,
VVahlez.B.A—[1 O}DannlstA—[O 1].E51stpA()\)—’ | _)\’—)\—1

und p ;(A) = 0 1-2 =(1-XN)"=X=2X+1#pa(N).

Wéihlez.B.A:{l O]Dannistflz{(l) 8} EsistBild(A):span{[i]};é

span{ [ (1) } } = Bild(A).



