1. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (LGS):

rx1 + X2 + I3 = 1
r4g — X1 — X2 = -1

(a) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix an.

1 11 0] 1
-1 -1 0 1|1

(b) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix in die normierte Zeilenstufenform (NZSF).

1 110} T |{mr(1 1101 (/-1 1 0 —1]1
— —
-1 -1 0 1|-1 0 01 110 0 01 110

(c) Welchen Rang hat die erweiterte Koeffizientenmatrix?
Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat den Rang 2, da es 2 Kopfvariablen gibt.

(d) Bestimmen Sie die Losungsmenge £ C R* des LGS.
Fiihre Variablen fiir die Nicht-Kopfvariablen ein:

ro=8,x4=t€ER

Berechnen der Kopfvariablen:

Losungsmenge:
1—s+t
c={| ° . | s,t € R}
t
2. Aufgabe 7 Punkte
0 a1 0
.~ |1 001 44
Sei C := 1 110 € R*>*,
0 01 2

(a) Berechnen Sie die Determinante von C in Abhéngigkeit des Parameters c.

(1)%(1)? Lapl 1. Spalt a 10 a 10

det C' = det AP _det | 11 0 | 4+det]| 0 0 1
1110 01 2 01 2
0 01 2

«

1
—2det[ 11 } +adet[

Laplace 3. bzw. 1. Spalte

0
1

N
| I

=-2a+2—-a=2-3«



(b) Fiir welche « sind die Spalten von C' linear abhéngig ?
Die Spalten von C sind genau dann linear abhéngig, wenn det C' = 0. Also :

2—-3a=0<2 =3«

Also fiir a = %

3. Aufgabe 16 Punkte
Gegeben sei die Matrix
3 6 12
A=|0 6 6 |eC
0 -3 -3

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte der linearen Abbildung A : C3 — C3.
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Charakteristisches Polynom:

3—=z 6 12
pa(z) = det(A — zE3) = det 0 6-=z2 6
0 -3 —-3—-=z
Laplace 1. Spalte 6—z 6
= (3 —t)det PP =(3—2)((6—2)(—3—2)+18)

= (3—2)(—18+32—62+22+18) = (3 —2)(2% —32) = —2(3 — 2)?
Die Eigenwerte von A sind also 0 und 3.

(b) Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert den zugehoérigen Eigenraum.
Eigenraum zum Eigenwert 0:

3 6 12 11140 3 6 12
Vo=Kern | 0 6 6 =" Kern| 0O 6 6
0 -3 -3 00 O
—2t
= —t | |teC}
t
-2
=span{| —1 |}
1
FEigenraum zum Eigenwert 3:
612 II—-31I11+41,1:6 01 2
V3 = Kern 3 6 = Kern| 0 0 O
-3 —6 0 00



(c) Geben Sie fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit und die geometrische Viel-
fachheit an.
Der Eigenwert 0 hat algebraische und geometrische Vielfachheit 1 und der Eigenwert 3
hat algebraische und geometrische Vielfachheit 2.

(d) Bestimmen Sie Matrizen S, S~! und D, so dass A = SDS™! gilt.
Auf der Diagonalen von D stehen die Eigenwerte und S hat als Spalten die zugehorigen
Eigenvektoren (in der richtigen Reihenfolge!)

300 1 0 -2
D=0 3 0 S=10 -2 -1
000 0o 1 1
Berechne S—1:
1 0 —=2]1 0 0]
0 -2 —1(0 1 0
0 1 1/0 0 1|
1 0 —2]|1 0 0_1211111111 1 0 0]1 2 4
IIFIT Y g 9 100 1 o | P 0 -2 0|0 2 2
0 0 1/0 1 2| 0 0 1/0 1 2
o 2)'1 0 0l1 2 47
P10 1 0lo -1 -1
00 1|0 1 2|
Also
1 2 4
S'=10 -1 -1
0o 1 2
e) Losen Sie das Anfangswertproblem
(e) g p
. 0
dy S
E(t):Ay(t), y(0) = 1
-1
Allgemeine Losung:
y(t) = ety(0)
eAt _ SeDtS_l
(-2 1 0 e 0 0 0 1 2
= -1 0 -2 0 et 0 1 2 4
. 10 1 0 0 e 0 -1 -1
W -2 0 0 1 2
=Pl 10 -2k | |1 2 4
1 0 ¥ 0 -1 -1
[ e 2e3 —2 43 —4
= 0 23 —1 2e3—2
| 0 1—¢¥ 2
Also
0 et 2e3t — 2 43t — 4 0 2 — 2¢3
yt)y=e| 1| =] 0 2 -1 23 -2 1| = 1



4. Aufgabe 9 Punkte

Die Koordinatenabbildung K von R<s[x] beziiglich einer bestimmten Basis B := {p1, p2,p3}
ist gegeben durch:

Kp: R<s[7] — R3
a— ¢
ar? +bx+c a+ b
b+ 2c
e e
(a) Bestimmen Sie Kgl f fir | f | € R3.
g g

Gesucht ist also az? + bx + ¢ € R<a[z], so dass

e a— c
f | =Kglaz? +bz+c)=| a+ b
g b+ 2c

Lose also das lineare Gleichungssystem:

1 0 —-1]e
11 0ff
| 01 219
(1 0 —1 e 10 -1 e
o1 aff—e| "™ 01 1| f-e
0 1 g 00 1|g—f+e
I+II1,11 III-1 00 g—f+2€
L 01 0|—g+2f—2e
0 0 1 g—f+e
Also
e
Kg'| | f|]=@Qe—f+ga”+(—2e+2f —g)z+ (e~ f+9)
g

(b) Bestimmen Sie B.
Es gilt: p; = Kgl(ei), wobei {ey, ea, e3} die Standardbasis des R? ist.

pr=22—2z4+1, pp=-a’+2x—-1, p3=a>—ax+1



