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Lösungsskizze

1. Aufgabe (11 Punkte)
Gegeben sind die folgenden Matrizen:

A :=

 1 2 2
2 3 3

−1 2 1

 ∈ R3,3, B :=

 −2 0
−3 2

4 −2

 ∈ R3,2, C :=


1 1 1 1
0 0 2 0
2 0 2 2
1 3 2 3

 ∈ R4,4

a) Bestimmen Sie AB.
b) Bestimmen Sie die inverse Matrix A−1 zu A.
c) Bestimmen Sie die Determinante von C, indem Sie den Laplaceschen Entwicklungssatz

auf die 2. Zeile anwenden.

a) (2 Punkte) AB =

 1 2 2
2 3 3

−1 2 1

  −2 0
−3 2

4 −2

 =

 0 0
−1 0

0 2


b) (4 Punkte)

 1 2 2 1 0 0
2 3 3 0 1 0

−1 2 1 0 0 1

 Gauss - NZSF−→

 1 0 0 −3 2 0
0 1 0 −5 3 1
0 0 1 7 −4 −1


⇒ A−1 =

 −3 2 0
−5 3 1

7 −4 −1


c) (5 Punkte)

det(C) = −2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 0 2
1 3 3

∣∣∣∣∣∣ = −2
(
−2

[
1 1
3 3

]
− 2

[
1 1
1 3

])
= −2(−2(0)− 2(2)) = 8

2. Aufgabe 12 Punkte
Gegeben ist der euklidische Vektorraum R3 ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt 〈, 〉.
a) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Basis

B :=

~b1 :=

 3
0
4

 , ~b2 :=

 6
3
8

 , ~b3 :=

 11
6

−2


des R3 an, um B in eine Orthonormalbasis zu überführen.

b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von

 −2
3
√

2
−
√

2

 bezüglich der Orthonormalbasis

C :=

~c1 :=

 1
0
0

 , ~c2 :=

 0
1√
2

− 1√
2

 , ~c3 :=

 0
1√
2

1√
2


 des R3.

||~b1|| =

√√√√√〈 3
0
4

 ,

 3
0
4

〉
=
√

9 + 16 = 5 ⇒ ~q1 =
~b1

||~b1||
=

1
5

 3
0
4





~̀
2 =

 6
3
8

− 1
25

〈 6
3
8

 ,

 3
0
4

〉  3
0
4

 =

 6
3
8

− 50
25

 3
0
4

=

 0
3
0


||~̀2|| = 3 ⇒ ~q2 =

 0
1
0


~̀
3 =

 11
6

−2

− 1
25

〈 11
6

−2

 ,

 3
0
4

〉  3
0
4

−〈 11
6

−2

 ,

 0
1
0

〉  0
1
0



=

 11
6

−2

−
 3

0
4

−
 0

6
0

 =

 8
0

−6


||~̀3|| =

√
64 + 36 = 10 ⇒ ~q3 =

1
5

 4
0

−3

 ⇒ BONB =


 3

5
0
4
5

 ,

 0
1
0

 ,

 4
5
0

−3
5


Sei C die orthogonale Matrix [~c1 ~c2 ~c3]. Es gilt −2

3
√

2
−
√

2


C

= CT

 −2
3
√

2
−
√

2

 =

 1 0 0
0 1√

2
− 1√

2

0 1√
2

1√
2


 −2

3
√

2
−
√

2

 =

 −2
4
2



3. Aufgabe 7 Punkte
Betrachten Sie die lineare Abbildung

L : R3 → R2,2;

 x1

x2

x3

 7→ x1

[
−3 0
−1 0

]
+ x2

[
4 2
2 0

]
+ x3

[
1 2
1 0

]
.

a) Bestimmen Sie alle ~x ∈ R3, für die L(~x) =
[
−7 4
−1 0

]
gilt.

b) Bestimmen Sie den Kern von L.

a) (5 Punkte) LGS: x1

[
−3 0
−1 0

]
+ x2

[
4 2
2 0

]
+ x3

[
1 2
1 0

]
=

[
−7 4
−1 0

]
Komponentenvergleich ergibt die EKM: −3 4 1 −7

0 2 2 4
−1 2 1 −1

 → · · · Gauss - NZSF−→

 1 0 1 5
0 1 1 2
0 0 0 0


⇒ x1 + x3 = 5, x2 + x3 = 2 ⇒ L =


 5

2
0

 + r

 −1
−1

1

 ∣∣∣∣∣∣ r ∈ R


b) (2 Punkte) Kern L ist die Lösung des homogenen Systems⇒ Kern(L) =

r

 −1
−1

1

 ∣∣∣∣∣∣ r ∈ R



2



4. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben ist die Basis D := {3x + 1, 4x + 1} des Vektorraums R≤1[x].

Die darstellende Matrix einer linearen Abbildung L : R≤1[x] → R≤1[x] bezüglich der

Basis D ist gegeben durch LD :=
[

2 3
0 1

]
.

a) Bestimmen Sie KD, die Koordinatenabbildung von R≤1[x] bezüglich der Basis D.

b) Bestimmen Sie die Inverse K−1
D der Koordinatenabbildung KD.

c) Bestimmen Sie L(ax + b).

a) (4 Punkte) Ansatz: KD : R≤1[x] → R2; ax + b 7→
[

λ1

λ2

]
mit

λ1(3x + 1) + λ2(4x + 1) = ax + b

Koeffizientenvergleich ergibt EKM:
[

3 4 a
1 1 b

]
· · · Gauss - NZSF−→

[
1 0 −a + 4b
0 1 a− 3b

]

KD : R≤1[x] → R2; ax + b 7→
[
−a + 4b

a− 3b

]

b) (2 Punkt) K−1
D : R2 → R≤1[x];

[
A
B

]
7→ A(3x + 1) + B(4x + 1)

c) (4 Punkte)

L(ax + b) = K−1
D (LD (KD(ax + b))) = K−1

D

([
2 3
0 1

] [
−a + 4b

a− 3b

])

= K−1
D

([
2(−a + 4b) + 3(a− 3b)

a− 3b

])
= K−1

D

([
a− b
a− 3b

])
= (3(a− b) + 4(a− 3b))x + (2a− 4b) = (7a− 15b)x + (2a− 4b)

3


