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1. Aufgabe 11 Punkte

—

1 0 3 0 ]
Die Matrix A = { —1 0 3 0 | € R>* definiert eine Matrixabbildung A : R™ — R", & — AZ.
0 2 0 4

a) Bestimmen Sie m und n.

b) Die NZSF (normierte Zeilenstufenform) von A hat keine Nullzeile. Ist die Matrixabbildung injektiv/

surjektiv/ bijektiv?
¢) Bilden die Spalten von A ein Erzeugendensystem des R3?

d) Bilden die Spalten von A eine Basis des R3?
Losung:

a) (2 Punkte )
Die Matrix A ist eine 3 x 4-Matrix, somit ist A% = b fir 7 € R*! und b € R31. Also gilt fiir die
Matrixabbilung A : R* — R3. Folglich ist m = 4 und n = 3.

b) (5 Punkte )

o injektiv:
Mit der Dimensionsformel gilt:

4 = dim(R*) = dim(Bild(A)) + dim(Kern(A)) < 3 4 dim(Kern(A)).
Also erhélt man:
dim(Kern(A)) > 1, insbesondere Kern(A4) # {0}.

Also ist A nicht injektiv.

o surjektiv:
Da die NZSF von A keine Nullzeilen enthélt, hat die NZSF von A drei Kopfe, somit ist

Rang(A) = 3. Es gilt
dim(Bild(A)) = Rang(A) = 3 und Bild(A) C R®.

Somit folgt Bild(A) = R3, also ist surjektiv.

o bijektiv:
Damit A bijektiv wire, miisste A surjektiv und injektiv sein. Da A nicht injektiv ist, ist A auch
nicht bijektiv.

¢) (2 Punkte)
Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem des R3, da A surjektiv ist und

somit Bild(A4) = R3.

d) (2 Punkte )
Die Spalten von A bilden keine Basis des R3, da eine Basis des R?® genau drei Elemente besitzt.



2. Aufgabe 10 Punkte
Sei V = {B € R?2| B ist eine obere Dreiecksmatrix}. Die lineare Abbildung L : V — V bildet die Basisele-

mente von B = {By, Bs, B3} = { { (l) (l) } , { (l] [l) } , { 8 (lj } } folgendermafien ab:

(Loa)=Lov]=(lon])-1v SLelo i1 5]

a) Bestimmen Sie zwei verschiedene Elemente im Kern(L).

b) Bestimmen Sie zwei verschiedene Eigenwerte und jeweils einen zugehérigen Eigenvektor von L.
Loésung:

a) (5 Punkte )

Da L eine lineare Abbildung ist, giltL([g 8}) = [8 8},also ist [8 8]€Kern(L).Ausser—
dem ist
6 5 1 1 1 0 1 0 -5 0 0 0
d([o 2= o) ee(lo VD) sl ¥ 5 1=[0 0]
. 6 5 . 6 5 ..
Also ist auch [ 0 1 ] € Kern(L) bzw. alle Vielfachen A - [ 0 1}EKern(L) fir A e R.

b) (5 Punkte )
Aus der 2.Rechung aus Aufgabenteil a) folgt, dass 0 ein Eigenwert von L ist und ein zugehorige

Eigenvektor durch [ g ? ] gegeben ist, da

Aus einem der Bilder

folgt, dass A = —5 ein Eigenwert von L ist. Ein zugehoriger Eigenvektor ist z.B. [ (1) (1) ] (oder auch

o)



3. Aufgabe 10 Punkte
Die QR-Zerlegung der Matrix C' € R33 sei

i -2 0 5 5 a
Q=G @ ¢l=|0 0 1[,R=|0 =5 [ |,0p€eR,
220 0 0 -3

wobei ¢; die i-te Spalte von @ fiir 1 = 1,2, 3 bezeichnet.
a) Bestimmen Sie (3¢ — 43>, @3), (31 — 44>, @) bzgl. des Standardskalarproduktes (-,-) des R3.
b) Bestimmen Sie |det(C)], also den Betrag der Determinante der Matrix C.
¢) Bestimmen Sie Q7C.
d)

Bestimmen Sie den Koordinatenvektor des 1. Spaltenvektors von C bzgl. der Basis
Bo = {q1, ¢, @3} des R3,

Lésung:

a) (4 Punkte)

Da @ orthogonal ist, bilden {q1, >, @3} eine Orthonormalbasis des R3, also gilt (¢;, ;) = { (1)’ z f? .
Somit erhélt man

(B¢1 — 4Gz, @3) = 3(q1, 3) —4 (G2, @3) =0
—— ——
=0 =0
(Bq1 —4¢2, @2) = 3(q1, @2) —4(q2, =) = —4.
S—— ——

b) (2 Punkte )

Da R eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt det(R) =5+ (=5) - (—3) = 75. Mit dem Determinantenmulti-
plikationssatz folgt:

[det(C)| = | det(QR)| = | det(Q) det(R)| = | det(Q)] | det(R)| = 7.

=1
(Q orthogonal = |det(Q)| = +1.)
¢) (2 Punkte )
Es gilt, da @ orthogonal ist:
QTC=Q'C=Q '(QR) = (QT'Q)R=R.
=T
d) (2 Punkte )
Berechne die 1.Spalte von C:
4 *x  x
C=QR=|0 * x
3 x %
4 a1
Sei Kg 0 = | as |.Da{q1,q,q5} eine ONB bildet, gilt
3 as
4 4 5
ai:< 0 ,(j;->,i:1,2,3.SomitistKQ 0 =10
3 3 0



4. Aufgabe 9 Punkte
Bestimmen Sie, ob die folgenden Mengen M; Teilriume der Vektorrdume V; sind (i = 1,2, 3).

o My :={ZeR?*|Z= 7}, Vi =R%
o My :={ax +becRcifz]|ax +b=0bx+a}, Vo =Rl
o Mj:={AcR?*»?|det(A) =0}, V3 = R*2Z

Loésung:

a) (2 Punkte )
M ist kein Teilraum. Denn ﬁ ist fiir £ = 0 nicht definiert und somit ist 0 ¢ Mj.

b) (4 Punkte )
Ms ist ein Teilraum, iiberpriife die Teilraumeigenschaften.
Seien a1x + by, asx + by € My, d.h. a1x 4+ by = byx + a1, asx + by = box + as. Weiter sei A € R, dann
gilt:

o My#0, da Oz +0€ M.

(] (a1 + ag)l‘ + (bl + bg) = (alx + bl) + (agl‘ + b2) = (bla: + al) + (ng + ag) = (bl + bg)ﬂ? + (a1 + 0,2).
Also ist (a1x 4+ by) + (agz + ba) € Ms.

o da1z 4+ by = Ma1z +b1) = Mbiz + a1) = Ao + Aag.
Also ist Mayz + by) € M.

c) (3 Punkte )
Ms ist kein Teilraum. Betrachte folgendes Gegenbeispiel. Seien A = { (1) 8 ] und

B = [ 8 (1) } Dann ist det(A) = det(B) = 0, also A, B € M.

1 0

Jedoch ist det(A + B) = det ({ 0 1

]) =1. Alsoist A+ B ¢ Ms.



