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Losungsskizze
1. Aufgabe 13 Punkte
Gegeben seien die Matrix A := [ 3 :f (i -‘ sowie V), , := span ( 1 —‘ , [ L -‘ .
{710 5 f(sJ ’ L*IJ LOJ

(a) Bestimmen Sie Kern(A).

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom sowie die Eigenwerte von A.

(c¢) Der Eigenraum zu dem Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 2 ist V), ,. Bestimmen Sie eine
Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix S, sodass A = SDS™! gilt.

1
(d) Loésen Sie das Anfangswertproblem ‘(1/—;{(/) = Ay(t) fir 9o = 9(3) = 1
—1

Losung:

(a) Nach dem Algorithmus zur Berechnung des Kerns einer Matrix bringen wir zunéchst die Matrix
auf NZSF

5 =3 3 1421 5 =3 3 on 5.0 3 i1 1o
0 -1 o210 1 0|10 1 0|29 1
10 5 —6 | DT Lo —1 o| ™ |0 0 0 0 0

Also ist der Kern von A gegeben durch

o o ulw

3

5

Kern(A) = span 0
1

(b) Das charakteristische Polynom ist

5—-z -3 3 5_ 3
pa(z) = det(A — zI) = det 0 —1—-=z 0 =(-1-2) det({ ])
-10 —6-—=z
—10 5 —6—z

=(-1=2)[(56-2)(=6—2)+30] = (-1 —2)(22 + 2) = =1+ 2)(z + 1)z = —1(z + 1)z

Die Eigenwerte sind somit (als Nullstellen von pa) A2 = —1 und A3 = 0.

(¢) (A ist diagonalisierbar, da die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte gleich den geometrischen
Vielfachheiten sind.) In D stehen die Eigenwerte und in S stehen zugehorige, linear unabhéngige
Eigenvektoren (die Eigenvektoren zum Eigenwert 0 sind die nichttrivialen Vektoren im Kern von
A), also konnen D und S so gewahlt werden:

-1 00
D= 0 -1 0 |(,5=
0 00
(d) Da der Anfangswert yo ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1 ist, ist die Losung gegeben durch

1 1
Gty = eV | [ — 80 |
-1 -1



2. Aufgabe 9 Punkte
Gegeben seien der drei-dimensionalen Vektorraum V := {A € R*?| A ist eine obere Dreiecksmatrix}
RS [T 0l [t 1] o 1 B
sowie die Teilmenge B := {{0 2} , L) 2} . L’ 1}} von V.

(a) Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.
(b) Bestimmen Sie die Koordinatenabbildung von V' bzgl. der Basis B von V.
(c) Bestimmen Sie den Urbildraum und Bildraum der darstellender Matrix Lg einer linearen Abbil-
dung L : V — V beziiglich der Basis B.
Losung:

(a) Da B drei Elemente enthélt und V dreidimensional ist, reicht es zu zeigen, dass B ein Erzeugen-
densystem von V ist. (Alternativ kann gezeigt werden, dass die Vektoren in B linear unabhingig
sind. Dies ist meist einfacher, jedoch in Teilaufgabe b) ist die Koordinatenabbildung von V bzgl.
B gefragt. Unser Losungsansatz ist deshalb effizienter.) Dies fithrt auf das LGS

a bl 10+ 11+ 0 1| |z1+x2 To + T3
0 ¢ " o 2" "20o 2/ ™™o 1|7 | o 2r1 + 219 + T3

1 1 0 X1 a
2 2 1 T3 c

Nun bringen wir die EKM auf NZSF

1 1 0a 1 1 0 a 1 1 0 a
01 1|6 | 2=L10 1 1] b TN 0 1 0b—c+2a
2210_ 0 0 1|c—2a 0 0 1 c—2a
1 0 0] —a—b+c¢
Bl o 1 0] 2a4+b—c
0 0 1 —2a+c¢

-

Es gilt Rang([A]b]) = Rang(A), also existiert mindestens eine Losung.
Also ist B ein Erzeugendensystem von V' und damit auch eine Basis von V.

(b) Die Koordinatenabbildung wurde bereits in Teilaufgabe (a) berechnet. Sie ist gegeben durch

Kp: 14 — R3
0 b —a—b+ec
[0 c} — 2a+b—c
—2a+c

(c) Lg:R3 — R3, da dim(V) = 3, also sind der Urbildraum und der Bildraum gleich R3.

3. Aufgabe 8 Punkte

Gegeben seien die Matrix A € R%? mit det(A) = 4 sowie der Vektor b= [ 798 } € R2.
(a) Bestimmen Sie Kern(A) und Bild(A).
(b) Wie viele Losungen hat das lineare Gleichungssystem AZ = b?
(c) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform von A.
(d) Bestimmen Sie det(AAT).

Losung:
(a) Da det(A) # 0 ist, ist A invertierbar. Somit ist Kern(A4) = { { 8 } } Nach dem Dimensionssatz

folgt Bild(A) = R?.
(b) Da A invertierbar ist, hat das LGS genau eine Losung & = A-1b.
(¢) Da A invertierbar ist, ist Rang(A) = 2, also ist die NZSF von A gleich I5.

(d) Es gilt det(AAT) = det(A)det(AT) = (det(A))? = 16.



4. Aufgabe 14 Punkte
Gegeben seien die euklidischen Vektorraume:
V= R? ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt
W = Rci[z] ausgestattet mit einem Skalarprodukt
P, Qa.p = (P17 + Po, (12 + G0) o, = ap1q1 + BPoqo, ., [ positive reelle Zahlen
1

1 0
Die Basen B := {Fl = { 0 :| ,To 1= { 1 :| U3 { 0 :| } von V und C := {w; := 3x+3,ws := x — 2} von
1

0 1
W seien auch gegeben.
(a) Wenden Sie das Gram-Schmidt-Verfahren auf die Basis B an, um 5 in eine Orthonormalbasis Bonp

zu Uberfiithren.
1 0 1
0 1 0.

0 1 1

(b) Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung der Matrix B :=

(¢) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von w := 2z + 2 bezliglich der Basis C.

(d) Bestimmen Sie «, 8 € R, sodass beziiglich (, ), g die Polynome w; und ws orthogonal sind und
das Polynom w; normiert ist.

Losung:

(a) Nomieren von ¥;:

1
Esist ||th || = /(01,71) =1, alsoist ¢ = | O
0
Lot fallen von ¥5:
. 0 1 0
=0 (@)= |1|-0-10]|=1]1
0
Nomieren von fg:
0
ESiStng”:\/<127l2>:\/§,a]soistq’2:\/$§ 1
Lot fallen von v5:
R 1 1 1 0 1 0
I3 =03 — (U3, q1)1 — (U3, @2)@2= | O | =1-| 0 | — By 1| = 3 -1
1 0 1 1
Nomieren von l_;;,:
~ pr— 0
Es ist HlS H =/ (ls,l3) = Viti= %5, also ist ¢5 = \/Li _}
Antwort: ~
1 0 0
: _ 1 1
Also ist Boyp = 0 ' 75 1 .5 _}
(b) Da die Spalten von B die Vektoren @j, ¥ und @3 sind, ergibt sich die Matrix
1 0 0 T
Q= |0 \/Li —\% . Fiir die obere Dreicksmatrix erhalten wir
1 7
0 % v

—_

R=QT.-B=10

sl =
Shok- <
OO =
i)
_ O =
|
o O =
ogvo
Sl



(¢) Zu lésen ist das System

2
2x+2:a1(3x+3)+a2(x72):§(3x+3)+0(:£72)

Somit ist (22 4 2)¢ = [ (%) ]
(d) Damit w; und wo orthogonal sind, muss gelten
0= (wi,wa)as = Bx+3,2—2)q3=3x—060.
Damit w; normiert ist, muss gelten

1= (w,W1)ap = 3z +3,3z+3)as =9+ 90.

Dies ergibt wieder ein LGS mit folgender EKM und NZSF:

3 —6|07 31 1 —2]071 m-91 1 —2|0] &1 1 =2 07 1421 1 0 2%
9 9|1 9 9|1 0 271 0 1]+ o 1|41
27
_ 2 1
Also muss @ = 55 und 8 = 5> sein.
5. Aufgabe 8 Punkte

| DT e
Gegeben seien der Vektorraum R2, die Basis B := { 0o, -1 1{,|3 }dos R? sowie die lineare
Lol'L o] [0
1
1

- (402 +3D-11)

(a) Bestimmen Sie zwei Elemente in Kern(L).
(b) Bestimmen Sie zwei Eigenwerte von L und jeweils einen zugehorigen Eigenvektor.

Abbildung L : R? — R3 mit L (

Losung:
0 0
(a) Da L eine lineare Abbildung ist, ist L 0 = | 0 |. AuBerdem gilt
0 0
0 1 1 1 1 -2
0 =L 0 -3-L -1 =1L 0|-3 -1 =1L 3
0 1 0 1 0 1
0 -2
Also liegen | 0 | und 3 | im Kern von L.
0 1
-2 -2 -2
(b) Da 3 | im Kern von L liegt, gilt L 3 =0- 3 |, d.h. 0ist ein Eigenwert von L
1 1 1
—2 1 1
mit Eigenvektor 3 |. AuBerdem ist laut Aufgabenstellung L 0 =3-10],dh 3
1 1 1
1

ist ein Eigenwert von L mit Eigenvektor | 0
1



6. Aufgabe 8 Punkte

.. T .
(a) Uberpriifen Sie, ob M; := { { z2 ] eR3

xr3

203 —4dxo — 11 = ()} ein Teilraum des R? ist.
(b) Uberpriifen Sie, ob My := {A € R?2|0 ist eine Eigenwert von A} ein Teilraum des R?? ist.

Losung:

(a) Um zu zeigen, dass M; ein Teilraum des R? ist, iiberpriifen wir die drei Teilraumeigenschaften

e M ist nichtleer:

0
Esgilt 2-0—4-0—-0=0, alsoist | 0 | € My, d.h. M; # 0.
0
e M, ist abschlossen bzgl. der Addition:
Z1 Y1
Seien | zo |, | y2 | € My, d.h. 2z3 — 429 — 1 = 0 und 2y3 — 4y> — y1 = 0. Dann ist auch
| T3 Y3 |
z1 ] Y1 [ 21+
o |+ | y2 | = | z2+y2 | €M, da
z3 | Y3 | T3+ Y3

2(333 + yg) — 4(1‘2 + yg) - (1‘1 + yl) = (2333 — 4z — $1) + (2y3 — 4dys — y1) =04+0=0.

e ) ist abschlossen bzgl. der skalaren Multiplikation:

Z1
Seien A€ Rund | =3 | € My, d.h. 223 — 425 — x1 = 0. Dann ist auch
€3
I )\.’171
A T = Ao c Ml, da
T3 /\1‘3

2(Axzs) — 4(Axza) — (Ax1) = AM(223 — dwe —21) = N0 = 0.
Also ist M; ein Teilraum des R3.

(b) M ist kein Teilraum des R?2. Betrachte folgendes Gegenbeispiel. Es gilt

10 0 0
[o 0]’[0 1}€M2’

da bei obere Dreiecksmatrizen die Eigenwerte auf der Diagonalen liegen, also jeweils 0 und 1.

Jedoch besitzt
10 0 0 10
{0 0]*{0 1]{0 1}

den doppelten Eigenwert 1 (inbesondere ist 0 kein Eigenwert). Also ist Ms nicht abgeschlossen
bzgl. der Addition und somit kein Teilraum des R?2.



