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1. Aufgabe

7 [ 2 4 -2 0 w N
Gegeben sei die Matrix A := 2 3 -2 € R34,
L 2 1 =2 J

a) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform von A.

Bestimmen Sie Bild(A) und eine Basis von Kern(A).

Ist A injektiv/surjektiv/bijektiv?

(
(
(c)
(d)

a

Y

(e) Bestimmen Sie ein o € R so, dass { 2 —‘6 Bild(A) ist.
2

b) A definiert eine Matrixabbildung A : R™ — R", # +— AZ. Bestimmen Sie m und n.

13 Punkte

2 4 -2 o] [24 -2 0 1 1 2 -1
(a) (3Punkte) | -1 2 3 2| —=|0 0 4 —4|-=2—|0 0 4
12 1 -2 0 0 I 0 0 0

0 I+211
-4 | —
0 il

1 2 0
0 0 1
0 0 O

(b) (1 Punkte) Aus der Anzahl der Zeilen und Spalten von A (bzw. aus der Matrixmultiplikation) folgt

m =4 und n = 3.

(¢) (4 Punkte) Da in der ersten und dritten Spalte der NZSF(A) die Kopfe stehen, bilden die erste und

dritte Spalte von A eine Basis von Bild(A).

2 -2
Also ist Bild(A) = span -1 1, 3
1 1
Aus der NZSF(A) folgt, dass z1,x3 Kopfvariablen sind. Kopfvariablen als Linearkombination der
Nichtkopfvariablen (zq,z4) darstellen: z1 = —2z9 4+ x4 und z3 = z4.
-2
1. Basisvektor (setze x5 =1, x4 = 0): é , 2. Basisvektor (setze zo =0, x4 = 1):
0

Basis(Kern(A)) =

_ = O =

—_ = O

(d) (3 Punkte) A ist nicht injektiv, da nach (c) dim(Kern(A4)) = 2 # 0 (bzw. Kern(A) # {0}). A ist nicht
surjektiv, da nach Dimensionsatz dim(Bild(A)) = dim(R?*) — dim(Kern(A)) =4 —2 = 2 # 3 = dim(R?).

A ist nicht bijektiv, da weder injektiv noch surjektiv.

o «
(e) (2 Punkte) | 2 | € Bild(A),falls | 2 | eine Linearkombination der Spalten von A ist. Fir o = 0
2 2
ist | 2 | =—=1| —2 | (vierte Spalte von A). Also | 2 | € Bild(A).
2 —2 2
2. Aufgabe 12 Punkte

Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt und

0 2 )
B = F’[ = —1 s FQ = 0 B F; - R';.
0 1

-1
-1
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(a) Wihlen Sie 93 € R? so, dass B eine Basis des R? ist.
(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens eine Orthonormalbasis Bonpg aus B mit dem in
(a) gewéhlten 3.

NG
(c) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von ::[ 1 -‘ beziiglich der Basis Bons.-
L v5 |
(a) (3 Punkte)
1
Wihle 73 = | 0 |. Bist eine Basis, da dim(R3) = 3 und B aus 3 linear unabhiingigen Vektoren besteht:
0
0 2 1 0
a1 | -1 | +as 0Ol +a3| 0 [=10 = a1 = oy = ag = 0 einzige Losung
0 -1 0 0
(b) (7 Punkte)
0
Q= Hgil\ =u; = | —1 |, da ¥ bereits normiert (||71|| = /0% + (-1)2+02=1)
0
2 2 0 [0 2
2=3—<172,(j’1>q*1: 0 — < 0 s -1 > -1 = 0
-1 -1 0 | 0 -1
=0
— [ 2 1
ol = 2 21 (—1)2 = 7 o— Lo 1
2]l = /22 + 02+ (-1)2 =5, v= = _(3
Is = U3— <05 >q— <050 >0 )
1 1 0 0 1 2 2
= |0]|=-<|O|,|-1|>]-1]=-<|O0],X] O0f>=%1] 0
I I \/g \/g
| 0] 0 0 0 0 -1 -1
- - :O -
1 1 2 2 1
= |0 |—=t<|O|,| O|>] O0|=%]0
| 0] 0 -1 -1 2 |
=2
1 1
- = 5 1
_ 1 22 _ /1 o Iy —
Gl =/ ot (2= /3 qa_lf;”_ﬁ[g N
£ 2
0 2 1
BONB :{513(72353}: -1 7% 0 a% 0
0 -1 | 2
(c) (2 Punkte) Q =[q1 ¢ 5]
V5 V5 20 -1 10 1 V5 -1
1 =QT 1| = v 0 s 1| = 1
\/5 Bons \/5 V5 0 V5 \/g 3
3. Aufgabe 9 Punkte
MR
Die Matrix C' € R332 besitzt die Eigenwerte 0,4, —1 mit zugehorigen Eigenvektoren L 1 Jf 0 |, L 0 J .

(a) Ist C invertierbar?

(b) Ist C diagonalisierbar?

men Sie C| 5 |
(c) Bestimmen Sie C'| -2 |.

L s
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. 3
(d) Losen Sie das Anfangswertproblem %’(2‘) = Cy(t) fir go = ¢(2) = { 0 j| .
3

(a) (2 Punkte) Da 0 ein Eigenwert von C' ist, ist C nicht invertierbar.

(b) (2 Punkte) Das char. Polynom von C' € R33 ist vom Grad 3. C hat also genau 3 Eigenwerte.
Diese sind paarweise verschieden. (algVFH = geomVFH = 1 fiir alle Eigenwerte von C') Also ist C

diagonalisierbar.
3 0 1 0 1
(¢c) (3 Punkte) C | =2 | =C|-2|1|43]|0 = -2.C|1|+3-C|0| =-2-0-
Linearitat EW
3 0 1 0 1
0 1 -3
1| +3-(-1) 0| = 0
| 0 | 1 -3
(d) (2 Punkte)
3] 1 3
0 | €span 0 , also Eigenvektor zum Eigenwert —1. /() = e*(t=to)gy = ¢=1(=2) | 0
| 3 | 1 3
4. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben seien der Vektorraum V := R<s[z], zwel Basen B; und Bz von V' sowie die Transformationsmatrix

Tp,—p, beim Basiswechsel von By nach By:

0 -1 0
B = {.?2..17..17 — 2}. By = {;1:+2,7.’172¢;1‘ — 2}. Tgy—B, = { 2 0 0 } .
—1 0 1

Weiter sei L, die darstellende Matrix einer linearen Abbildung L : V — V beziiglich der Basis Bs:

1 0 0
Lg,=|0 1 0.
0 0 -2

(a) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Sg, .5, beim Basiswechsel von By nach Bs.

(b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L bezliglich der Basis Bj.
(c) Bestimmen Sie dim(Kern(L)) und Bild(L).

(a) (4 Punkte) S =7T"1

0 -1 0|1 0 0 20 000 1 07 1 ol o 1 o
2 0 0/0 1 0|——| 0 -1 0|1 0 0 0[-1 0 o0
-1 0 1|0 0 1| M= ] -1 o0 1|0 0 1 31 -1 0 1] 0 0 1
1 00| o % o0 0 3 0
—— | 0 1 0|-1 0 0| Also S, =| -1 0 0
I 1o 0 1| o L 1 o 11
1
(b) (2 Punkte) :[ IO S ]
0 -1 —2
0 -1 0 10 0 0 2 0 1 0 0
Lp, =T -Lp,-S= 2 0 0 0 1 0 -1 0 of|=1]0 1 0
-1 0 1 0 0 -2 0 1 1 0 -2 -2

(¢) (4 Punkte)
Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind ihre Diagonalelemente. 0 ist kein Eigenwert von Ly, = 0
ist kein Eigenwert von L = dim(Kern(L)) = 0.
Nach Dimensionssatz ist dim(Bild(L)) =dim(V)—dim(Kern(L)) =3 -0=3 = Bild(L)=V

5. Aufgabe 9 Punkte

Bestimmen Sie Matrizen D1, Do, D3, D, € R?2 die die entsprechenden Bedingungen erfiillen:
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(a) Dy # I und das charakteristische Polynom von Dy ist pp, (z) = 2 —2r + 1.
(b) 2 ist ein Eigenwert von Dy mit zugehorigen Eigenvektor { i }
(c) Ds { (1) } = { { } und { i } € Kern(Ds3).
(d) det(Dy) < 0 und det(Dy) =det(D}3).
(a) (2 Punkte)
1 2 1—2 2
Dl:-o 1_;&12,pD1(x):det([ 0 1_x}>:(1_$)2:332—2x+1
(b) (2 Punkte)
(2 071 [2 0 1 2 1 1 2 0
D2__0 2_7|:O 2:||:2:|_|:4:|_2|:2:|aa150[2:|EVZumEW2von|:O 5
(c) (3 Punkte)
1 -1 1 -1 1 0 1
D3__1 _1:|7|:1 _1}[1}—[0],3180[1}EKern(Dg)und
1 -1 1 1 1] .
[ 1 -1 ] [ 0 ] = [ 1 } bzw. [ 1 ] ist der erste Spaltenvektor von D3
(d) (2 Punkte)
Dy = [ (1) _(1) } det(Dy) = —1 < 0 und det(D}?) = (det(Dy))'? = (=1)'3 = —1 =det(D,)
6. Aufgabe 7 Punkte

Uber])rﬁfen Sie, ob die Mengen M7, My Teilraume des R22 sind.
(a) My :={A e R*»?|det(A) =0} C R??

1

(b) My := {A € R??| { . } € K(‘,rn(A)} C R2:2

(a) (3 Punkte)

M ist kein Teilraum des R%2, da nicht abgeschlossen beziiglich der Addition.
Gegenbsp.: A1 = [ (1) 8 € My, Ay = [ g (1) } € M, , da det(A4;) =det(A2) =0
AL+ Ay =15 ¢M1 ,det(Ig)Zl#O

(b) (4 Punkte)

0 0 0 0 1 0 1 0 0
o o] anlg o[ ]=[0] = [ emn([5 3])
Also Ms # @.
Fir A1, Ay € My ist A 1 =A N I
ur Ap, Az € Mg 1st A 1 T2 4T ol
1 1 1 0 0 0
e[ 3] 2] w[ ][] [2]-[8] = wemem

=0 (nach Vor.) =0 (nach Vor.)
M> also abgeschlossen beziiglich Addition.
1 0

Fir Ae Ms,a e Rist A 11710

o] ] n(a[ ]} o[ -[2] = wnes

=0 (nach Vor.)
M also abgeschlossen beziiglich Multiplikation mit Skalaren.

M ist ein Teilraum des R22 .



