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1. Aufgabe 7 7 11 Punkte

1 -2 1 -1 2
Gegeben sei das reelle lineare Gleichungssystem Ax = b mit A = [ -3 6 0 -3 ] und b := [ 0 ] .
2 4 2 -2 4
(a) Bringen Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix [4\17} auf normierte Zeilenstufenform.
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge von AZ = b.
()
(d)

Bestimmen Sie eine Basis von Bild(A).
Bestimmen Sie den Rang von AT

(a) (3 Punkte)

1 -2 1 -1
-3 6 0 -3

2 -4 2 =2

2 1 -2 1

o | =21 o o0 3 —6

4| ™ 1o 0 0 o0
(b) (4 Punkte)

Aus der NZSF(A) folgt, dass x1, x3 Kopfvariablen sind. Setze x2 := 5,24 :=t € R. Kopfvariablen
als Linearkombination von xs, x4 darstellen:
T =200 — x4 =2s—tund x3 =24 2x4 =2+ 2t. 2

0 2 -1
0 1 0

L= o | ts| o |t o | I8tER
0 0 1

(¢) (2 Punkte)
Die erste und dritte Spalte der NZSF(A) haben Kopfe. Also bilden die erste und dritte Spalte der

| ] | ]}
-3 |, 0%
2 2
(d) (2 Punkte)

Der Spaltenrang ist gleich dem Zeilenrang. Also gilt rang(A4) =rang(AT). Der Rang von A ist 2,
da nach a) die NZSF(A) zwei Kopfe hat. Also ist der Rang von A ebenfalls 2.

Ausgangsmatrix A eine Basis von Bild(4) : {

2. Aufgabe 4 9 —o N 3 | 14 Punkte

Gegeben sei die Matrix B:= | 0 2 0 | € R*»3 und der Vektor @ := | -3 | € R3.
4 4 -2 0

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom pp der Matrix B.

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B und den Eigenraum zum gréfiten Eigenwert.

(c) Ist B diagonalisierbar?

(d) Zeigen Sie, dass w ein Eigenvektor von B ist.

(e) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: ‘(1{—;’(/) = Byj(t) fiir 4, = 7(0) = 5.

(a) (3 Punkte)

4 2 -2 10
pe(A) =det(B — A - I3) = det 002 0|—=-X|O0 1
4 4 =2 0 0
4—2A 2 —2 Laplace
—a ([0 ) e
=2-XN[d=-XN(-2-X)+78]

=(2-2N\2—=2)) = -\(2—\)?
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(b)

(5 Punkte)
Die Eigenwerte von B sind die Nullstellen von pp(A): A1 = 0 und Ay/3 = 2. 2
Der Eigenraum zum Eigenwert 2 ist:

2 2 =2 2 2 =2 1 1
VAQ/SZKern(B—Z-Ig):Kern 0 0 0 = Kern 0 0 0 = Kern 0 0
4 4 —4 m—21 00 0 31 0 0
-1 1
= span 1
0

(3 Punkte)

Nach a), b) ist algVFH(A j2) = 2 =dim(V}, ,,) =geomVFH(}; /2), da Ay /5 doppelte Nullstelle von
pp ist und der zugehdrige Eigenraum V), , von zwei linear unabhéingigen Vektoren aufgespannt
wird. Da fiir jeden Eigenwert 1 <geomVFH<algVFH gilt, ist algVFH(\3) = 1 =geomVFH(\3).
Also stimmt die algVFH mit der geomVFH fiir alle Eigenwerte von B iiberein und B ist somit
diagonalisierbar.

)

1

(d) (1 Punkt)
4 2 =2 3 6 3
Bi=|0 2 0 3 |=]-6|=2| -3 | =20
4 4 =2 0 0 0
Also ist W Eigenvektor zum Eigenwert 2.
(e) (2 Punkte)
5w ist Eigenvektor von B zum Eigenwert 2, da B(5@) = 5 - (BwW) S0 5-(2W) = 2 - (5d).
3 15e%t
g(t) =20 .51 -3 | = | —15e%
0 0
3. Aufgabe 14 Punkte
Gegeben seien der Vektorraum V := { A € R?? | A obere l)lele(ksmatn\ , eine Basis von V

sowie die lineare Abbildung L : V —

{L SR

, von der Folgendes bekannt sei:

'(“ H)ZH H "(H 73D:{73 H "(“ H)ZH ”

(a) Bestimmen Sie zwei verschiedene Elemente aus Kern(L).
(b) Ist L injektiv/surjektiv/bijektiv?
(¢) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg von L bzgl. der Basis B.
(d) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von L
(a) (4 Punkte)
Da L eine lineare Abbildung ist, ist [ 8 8 } € Kern(L).
0 0 6 -1 0 4 3 2 1 1 0 1 0
[o o] =[o oe2l o 2= 2] =2e(la o) w2l 2]) -2 (10 ¥
1 0 1 0 3 1
g ol e 2=l v D) =2l 5 ])
Also ist auch [ g 71 ] € Kern(L).
(b) (3 Punkte)

Nach a) ist dim(Kern(L) # 0, also L nicht injektiv. Aus dem Dimensionssatz folgt, dass
dim(Bild(L)) = dim(V) — dim(Kern(L)) < 2 < 3 = dim(V).
—_—— —o—

=3 >0
Also ist L auch nicht surjektiv und, da weder injektiv noch surjektiv, auch nicht bijektiv.
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(¢) (5 Punkte)
Spaltenweise Bestimmung von Lg:

= ss ([
(a3 ][ 4] 3]
) K

2. Spalte ist Lpéy = Kp(L(K5'(€))) = Kg(L (

> )=
o[ 2] m([h 2] e 1]
}

(d) (2 Punkte)
Die Eigenwerte sind invariant gegeniiber Basiswahl. Also sind die Eigenwerte von L die gleichen,
wie die von Lg. Lpg ist eine obere Dreiecksmatrix. Die Eigenwerte stehen also auf der Diagonalen.
Somit sind die Eigenwerte von L: —1, 3 und O.

4. Aufgabe 5 Punkte
Gegeben sei der folgende zweidimensionale Teilraum des R<g[z]: W := {a.l:3 +bx? —a|a,be R}.
(a) Wahlen Sie aus der Menge M = {23 + 22> -1, 2 -2, 0, —2®+1, 222 — 1} C Rcs[z] eine
Basis D von W aus. Zeigen Sie, dass D eine Basis von W ist.

(b) Begriinden Sie kurz, warum span{z — 2} kein Teilraum von W ist.

(a) (4 Punkte)
Wihle D = {23+ 22% —1,—2® +1}. Es gilt D C W , denn beide Polynome sind aus W (fiir
a=1,b=2bzw. a =1,b=0). Zwei linear unabhiingige Polynome bilden eine Basis von W, da
dim(W) = 2 nach Aufgabenstellung. Die beiden Polynome in D sind linear unabhingig, denn
sie sind keine Vielfachen voneinander , d.h. es gibt kein o € R mit 2% + 222 — 1 = a(—2? + 1).
Somit ist D eine Basis von W.

(b) (1 Punkt)
span{z — 2} ¢ W ,denn z — 2 ¢ W, da es keine a,b € R gibt mit ax® + bz? — a = = — 2. Somit
kann span{x — 2} kein Teilraum von W sein.

5. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben seien die folgenden Abbildungen:
F: R = R3 , Fp: RS — R<s[z] , F3: R3 — R?

" 2a a ) a a2
5] [ ] o eremg (3] - (2]
c >

(a) Bestimmen Sie die Abbildungsvorschrift der Komposition F3 o F}.
(b) Uberpriifen Sie, ob Fj eine lineare Abbildung ist.

(¢) Uberpriifen Sie, ob F» eine lineare Abbildung ist.
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(a) (3 Punkte)

wery([3])=mi ([3]) -5 (
-[a)

(b) (5 Punkte)
Z.z. ist, dass F| additiv und homogen ist. Fiir { (; } , [ 2 ] € R?, o € R gilt:

)

Y (ERR ) RN (F5e) B R ot I P Y e RN ()
DL
A3 A (5] - | o |=a 2] —on((1])2

F} ist also auch homogen.
Da additiv und homogen, ist F} linear.
(¢) (2 Punkte)

R

F5 ist nicht homogen und somit nicht linear.

{)

6. Aufgabe 6 Punkte

Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt

<{ (;) } ) [ :, b = aac+ pbd, a,B € RT.

. . . n : 2 . . ‘
(a) Bestimmen Sie a,f € RT, sodass Bong = {{ f } { ! }} eine Orthonormalbasis des R?

beziiglich des Skalarprodukts (-, -) ist.

(b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von { 9 } beziiglich der Basis Bons.

(a) (4 Punkte)
Da Bonp eine Orthonormalbasis beziiglich (-, -); sein soll, gilt

(2] 2= 2] [ 2] =tars=1 ma( 2].[2])=-ta+s=0.

Aus der zweiten Gleichung erhdhlt man: —4a + f = 0 < [ = 4a. Dies eingesetzt in die erste

Gleichung ergibt: da+ f =4da+4da=8a =1 a = % und schlieBlich 5 = 4a = 4% = %
Fiir @ = £ und 8 = % ist Bong beziiglich (-, -) eine Orthonormalbasis.

(b) (2 Punkte)




