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April — Klausur
Lineare Algebra fiir Ingenieure

Losungsskizze
1. Aufgabe 8 Punkte
1 0 1 N = 3 ‘
Gegeben seien die invertierbare Matrix A := | -2 1 -2 | € R*3 und der Vektorb= | -5 | € R3.
3 —2 4 4
(a) Bestimmen Sie A~
(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems A% = b.
(¢) Bestimmen Sie Bild(A) und Kern(A).
(a) (4 Punkte)
10110011131101 1 0 O 1 0 1|1 0 O
AlIs]=| -2 1 -2]0 1 O /0 1 0| 2 1 0|——]0 1 0|2 1 O
3 -2 4]0 0 1] ™" o —2 1|-3 0 1] "™ {00 1|1 2 1
1 0 0|0 -2 -1
—— |0 1 0|2 1 0|=[4"1
o o0 11 1

(¢) (2 Punkte)
A nach Aufgabenstellung invertierbar < A bijektiv = A surjektiv e Bild(4) = R?

A nach Aufgabenstellung invertierbar < A bijektiv = A injektiv A? Kern(A) = {6}

2. Aufgabe 13 Punkte

Lo } € R22.

Gegeben sei die Matrix B := [ 0 6

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von B sowie die zugehérigen Eigenrdume.
(b) Ist B injektiv/surjektiv/bijektiv?
(c) Begriinden Sie kurz, warum B diagonalisierbar ist. Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S
und eine Diagonalmatrix D, sodass B = SDS™! gilt.
dy 5

(d) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem: 2% (t) = By(t) fiir gjo = (7) = { 2) }

(a) (5 Punkte)
B ist eine obere Dreiecksmatrix. Die Eigenwerte stehen also auf der Diagonalen von B:
A =4, A2 =6.
zugehorige Eigenrdume:
Vi, = Kern(B—M\113) = Kern ({

o[ ]}

V, = Kern(B—X\315) = Kern ({

o[ 1]}
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(b) (3 Punkte)
Nach a) ist 0 kein Eigenwert von B. Also ist Kern(B) = {6} und B somit injektiv.

Nach dem Dimensionssatz gilt dann

dim(R?) = 2 = 0 + dim(Bild(B)) = dim(Kern(B)) + dim(Bild(B)),
also dim(Bild(B)) = 2 = dim(R?) und B somit auch surjektiv.

B ist auch bijektiv, da injektiv und surjektiv.

(¢) (3 Punkte)
Nach a) hat B paarweise verschiedene Eigenwerte und ist somit diagonalisierbar.
In S stehen linear unabhéngige Eigenvektoren von B und in D passend die Eigenwerte auf der

Diagonalen: S = [(1] }},D: [g g}

(d) (2 Punkte)
=300 ] 2]

Yo ist also als Linearkombination von Eigenvektoren von B darstellbar.
. a1 T 1 3eA(t=T) | 9¢6(t=7)
g(t) = 340D [ 1] paese-n [ 1] = [ A 12 ]

alternativ: Nach c) ist B diagonalisierbar. Mit der Diagonalisierung aus c) ergibt sich:

- _T\B - _ 1o 11 4(t=17) 0 1 -1 5
g(t) = =Py = S-S 11‘/“‘0:[0 1He 0 eﬁﬁUMO 1“2]:“'

3e4(t—=17) + 2e6(t=7)
= 26(t—T7)

3. Aufgabe 10 Punkte

N O

"l o 2 —|
\ . o 0 -3 1 i )
Gegeben sei die Matrix C':= |, [° 5 , | € R4 o € R.
L 0 0 2 J
(a) Bestimmen Sie det(C') in Abhéngigkeit vom Parameter o mithilfe des Laplaceschen Entwicklungs-
satzes.

o

(b) Bestimmen Sie alle « € R, fiir die das homogene lineare Gleichungssystem C'Z = 0 unendlich viele
Losungen hat.

(c) Bestimmen Sie det(—2CT) fiir a = ll

(a) (4 Punkte)
1

a 0 2 1l « 2
0 -3 2 1
det(C) = 9 1 0 2a nach:& S, 212 1 2«
1 0 0 2 10 2
« 2 1 «
nach_& Z. —2 <1 1 2« +2- 2 1 )

=-2(202 —2+4+2—4a) 2 = —2(20% — 4a) = —4a® + 8a = (8 — 4a)

(b) (3 Punkte)
CZ# = 0 hat unendlich viele Losungen, falls die Zeilen/Spalten von C linear abhingig sind, also
det(C) = 0 gilt.
det(C) = (8 — 4a) = 0 gilt genau dann wenn o = 0 oder o = 2.
Fiir alle anderen o € R ist det(C) # 0 und somit C% = 0 fiir diese eindeutig l6sbar.

(¢) (3 Punkte)
det(—2CT) = (=2)*det(CT

= (-2)"(a(8 — 4a))

«

= —2)*det(C
) det(CT)=det(C) ( ) ¢ ( )
161(8 — 1) =167 =28

1
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4. Aufgabe 14 Punkte
Gegeben seien zwei Basen des Rggmz By = {:r?, x4+1, 22+ 2z + %} und Bs := {p1, p2, p3}
mit p; := 22, py:= 3z + 1, p3:=z — 1, sowie die folgende lineare Abbildung:

L: R<o[z] — R<o[z]
ar® +br+c +— 3ax?+ (=b+ 3c)z + (b — 3¢)

(a) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(L).

b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L bzgl. der Basis B;.
(¢c) Bs ist eine Eigenbasis von L. Bestimmen Sie die zu p1, p2 und p3 zugehorigen Eigenwerte von L.

(d) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L bzgl. der Basis Bs.

(a) (3 Punkte)
Kern(L) = {p € R<z[z] | L(p) = 0}
L(ax® + bx + ¢) = 3ax® + (=b+3c)x + (b —3c) =0
Koeflizientenvergleich ergibt: 3a = 0, —b+3c = 0 und b— 3¢ = 0. Die erste Gleichung ergibt a = 0
und aus der zweiten bzw. dritten Gleichung folgt b = 3c.
Somit ist Kern(L) = {3cx + ¢|c € R} = span {3z + 1}.
Eine Basis von Kern(L) ist: {3z + 1}.

(b) (6 Punkte)
Spaltenweise Bestimmung von Lg, :
Ly, & = Kp, (L(Kg) (&1))) = Kp,(L(2)) = Kp, (~x + 1) = K, (~2x + (z + 1))

Kp, lin. 0
L, & = Kg, (L(K51(&))) = Kg, (L(z + 1)) = Kg, (2 — 2) = K, (42 — 2(a + 1))

4
-2
0

—2
= _2K31 (.’13) + KBI (.23 + 1) = —2€1+ € = l 1 ]

= 4K51(1‘)—2K31(1‘+1)=4€1—2522

Kp, lin.
L, = K, (L(K5) (@) = K, (L(a® + 20+ 1)) = Kp, (32% — 2 + 1) = K, (~7(2) + 3(® + 22 + 1))
-7
= —7K31(1')+3K31(5L’2+2:L'—|—%):—7é'1+3§’3: [ 0 ‘|
Kp, lin. 3
-2 4 =7
Lg, = 1 -2 0
0 0 3

(¢) (3 Punkte)
Lipy) = L(z?) = 3-
L(p2) =L(3x+1) = O =0-3zx+1)
Lps)=Lx—1)=—-4dz+4=—4-(z—1)
Also ist 3 der zu p; zugehorige Eigenwert, 0 zu py und —4 zu ps.

(d) (2 Punkte)
Da B, eine Eigenbasis von L ist, ist die darstellende Matrix von L bzgl. By eine Diagonalmatrix
mit den Eigenwerten von L auf der Diagonalen entsprechend der Reihenfolge der Basiselemente.
3 0 0
Lg,=|0 0 0
0 0 —4

5. Aufgabe 8 Punkte
Gegeben sei der euklidische Vektorraum R? ausgestattet mit dem Skalarprodukt

al by 1 1 0 )
az |, | b2 = aiby + %(1,2])2 + azbz und mit C := 2 0, =2 |,] 2 ecine Basis des R3.
as bs 1 1 2
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(a) Uberfithren Sie C mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens in eine Orthonormalbasis Cong des R?

bzgl. des gegebenen Skalarprodukts (., .). 5
(b) Bestimmen Sie den Koordinatenvektor von o := [ —4 ] bzgl. der Basis Cong.
3

(a) (6 Punkte)
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C ={q, G, @ay=< 2], 2|, % 0
oNB = {41, G2, @3} {QL] 2[ 1] vl I

(b) (2 Punkte)
Cong ist eine Ortho_normalbasis. Fiir den gesuchten Koordinatenvektor ¢, gilt darum:

f -1
0

—1 —1

To = ! = 1 0| =-L 0
0

(Teons )1 :< zx ,;[%]>=§(3-1+;-(—4)-2)+3-1)=1

UCONB < _i a% _;‘|>%(31+é(4)(2)+31)5
3

_i ,jﬁl_(1)]>:;5(3-(—1)+§-(—4)-0+3-1)=0

UCONB 5

UCONB
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6. Aufgabe 7 Punkte
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. . g . e 2,2
Gegeben seien die folgenden beiden Teilmengen des R?:2:

(a)
(b)

M, :={A¢e R*?|Rang(A) < 2} und M, := {{ 2(11; b ((l) } la,be ]R}

. .. . I - 2.9 .
Entscheiden Sie, ob M ein Teilraum des R22 ist.

. R 92 o . -1 1 0 1 . . . .
M ist ein Teilraum des R?2. Priifen Sie, ob D := {{ 0 0 } , [ 2 0 }} eine Basis von M5 ist.

(a)

(3 Punkte)

[ (1) 8 ] , [ 8 (1) } € M, da jeweils eine linear unabhéingige Zeile/Spalte und der Rang der bei-

de{1 Matrizen 1 und somit kleiner 2 ist.
[ 0 0 } + [ 8 (1) ] = I, ¢ My, da I5 zwei linear unabhéingige Zeilen/Spalten hat und der Rang

somit 2 ist.
Mj ist kein Teilraum, da nicht abgeschlossen bzgl. Addition.

(4 Punkte)
D ist eine Basis von M, falls Erzeugendensystem und linear unabhéingig.

panD=span{[ 4 L[ L [h={a[ 2 1]+0[2 1] laber)

{2 5" Jlever}={[ 5 3% ] laber} =
D ist also ein Erzeugendensystem von My, da span D = M.

Die beiden Matrizen aus D sind keine Vielfachen voneinander und somit auch linear unabhéngig.
Also ist D eine Basis von M.



