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Losungsskizze
1. Aufgabe 10 Punkte
2 0 4 - L 2 _ N W
Gegeben seien A:=| 0 1 -2 3 | € R¥ b:= 1 | €R3und 7, := o | € R*.
2 2 1 1 L
0

(a) Bestimmen Sie die normierte Zeilenstufenform der Matrix A.
(b) Bestimmen Sie den Kern und das Bild von A.
(c¢) Es gilt A%, = b. D.h., &, ist eine partikuldre/spezielle Losung des linearen Gleichungssystems

AZ = b. Bestimmen Sie die Losungsmenge von AZ = b.

(a) (3 Punkte)

2 0 4 -2 1
01 -2 3| ==
II1-1

2 1 2 1

A=

(b) (5 Punkte)
Kern(A) ist die Losungsmenge von AZ = 0. Aus a) folgt, dass x5 und x4 Nichtkopfvariablen sind.
Setze 3 := s € Rund z4 :=t € R. Fiir die Kopfvariablen gilt dann z1+2s—t =0 < 2y = —2s+t
und zo — 25+ 3t = 0 & xo = 25 — 3t. Somit ist

25+t -2 1 -2 1

25 — 3t 2 -3 -3

Kern(A) = ss [s,teR =145 1|+t 0 |s,t € R » = span 1 o
t 0 1 0 1

Eine Basis von Bild(A) bilden die Spalten von A, die in einer ZSF von A Képfe haben. Nach a)

sind dies die ersten beiden Spalten von A.

2 0
Also ist Bild(A) = span{ [ 0 ] , l 1 ] }
2 1

(¢) (2 Punkte)
Die Loésungsmenge eines inhomogenen LGS setzt sich aus einer partikuléren Losung des inhomo-
genen LGS und den Losungen des zugehorigen homogenen LGS, also dem Kern, zusammen. Mit
der gegebenen partikulidren Losung und b) ist dann

1 -2 1
L =12, +Kern(A) = BUEY. S I [s,t € R
p 0 1 0 ’
0 0 1
2. Aufgabe 8 Punkte
" -2 B 0 3 -|
Gegeben sei die Matrix B := L l(f) l 73 i € R** mit dem Parameter 8 € R.

2 —2 0 -1

(a) Bestimmen Sie det(B) in Abhéngigkeit von § mithilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes.
(b) Fiir welche 8 € R sind die Spalten von B linear unabhéingig?

(c) Fiir welche g € R ist 0 ein Eigenwert von B?

(a) (4 Punkte)
-2 B 0 3

9 3 3
B 4ﬂ 1 -3 2 Laplace _1\2+3 [ .
det(B) - 0 1 0 1|s. S;alte ( 1) ( 3) g _é _}

2 =2 0 -1
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aplace -2 3 -2 /8
2. ZZleile (-1 -1 2 -1 + (=171 2 =2 )
=3[(=2-(-1)=3-2) = (=2-(-2) - 5-2)| =65 - 24

(2 Punkte)

Die Spalten von B sind linear unabhéngig, falls gilt det(B) # 0.
det(B)=68-24=0& =4

Also sind die Spalten von B linear unabhéngig fiir alle 5 € R\{4}.

(2 Punkte)
0 ist Eigenwert von B, falls Kern(B) # {0}, also die Spalten von B linear abhingig sind.
Nach b) ist dies nur fiir 8 = 4 der Fall.

3. Aufgabe 11 Punkte

Gegeben seien C' := { 1 3 -1

(a)
(b)

()
(d)

4 0 0 0
-1
-2

€ R3.

€ R3? und v, := {

0 3
y 1?2 = -1 s IH'; = 1
1 2

Zeigen Sie, dass 07, Ua, U3 Eigenvektoren von C sind. Bestimmen Sie die zugehorigen Eigenwerte.

2 -2 2

Gibt es zusitzlich zu den in a) bestimmten noch weitere Eigenwerte von C'? Bestimmen Sie die
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von C.
Ist U] + U5 ein Eigenvektor von C? Ist U5 + v3 ein Eigenvektor von C?

1 2 5 2 3 5
Bestimmen Sie die darstellende Matrix Cp der Matrixabbildung C' : R3 — R? mit # — CZ bzgl.
der Basis B := {13, U, U} des R3.

(a)

(3 Punkte)
0 0 12
Cih=| -1 |=1-9,Cto=| -4 | =4-7y, Ctig = 4 | =4-73
-2 4 8

Also ist ¥ Eigenvektor zum Eigenwert 1 und o5, U3 sind Eigenvektoren zum Eigenwert 4.

(4 Punkte)

Die algVFH vom Eigenwert 4 ist mindestens zwei, da es nach a) mindestens zwei linear un-
abhéngige Figenvektoren gibt, denn v5 und ¢3 sind keine Vielfachen voneinander. Die algVFH
vom Eigenwert 1 ist mindestens eins. Da C € R33, ist die Summe der algVFHen drei. Somit
konnen die algVFHen der beiden Eigenwerte 1 und 4 nicht grofler sein und C' kann keine weiteren
Eigenwerte haben: algVFH(1) = 1 und algVFH(4) = 2.

Fiir die algVFH und die geomVFH eines Eigenwertes gilt allgemein, dass 1 < geomVFH <
algVFH. Somit ist geomVFH(1) = 1, da die algVFH(1) = 1. ¢ und ¥5 sind linear unabhéngig, da
keine Vielfachen voneinander. Somit ist gecomVFH(4) = 2, da der zugehorige Eigenraum nach a)
von zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren aufgespannt wird. Mehr als zwei linear unabhéngige
Eigenvektoren zum Eigenwert 4 kann es nicht geben, da algVFH(4) = 2.

(2 Punkte)
U1 + U ist kein Eigenvektor von C, da nach a) ) und v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen-
werten sind.

Uy + U3 ist ein Eigenvektor von C, da nach a) ¢ und o5 Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert
3

0];«&6.
3

sind und vy + U3 =

(2 Punkte)
B ist eine Basis aus Eigenvektoren von C. Die darstellende Matrix bzgl. einer Eigenbasis ist eine
Diagonalmatrix mit den Eigenwerten entsprechend der Reihenfolge der Basisvektoren auf der

4 0 O
Hauptdiagonalen: Cy = | 0 1 0 |.
0 0 4
4. Aufgabe 11 Punkte
Gegeben seien mit By := {2z + 2, 3z} und By := {z + 1, © — 2} zwei Basen des R<[z], sowie die lineare

Abbildung L : R<q[z] — R<q[z], von der die darstellende Matrix bzgl. By bekannt ist: L, := { vl } .

-2 0

2
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(a) Berechnen Sie L(2x + 2).
(b) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix Sp, 5, beim Basiswechsel von B; nach Bs.
(¢) Bestimmen Sie die Transformationsmatrix T, 5, beim Basiswechsel von By nach B;.

(d) Bestimmen Sie die darstellende Matrix Lg, von L bzgl. der Basis Bs.

(a) (3 Punkte)

L(2z +2) = K5 (Le, (Kg, (20 +2)) = K5/ (L, (21)) = K5 (| 5 |) = =2+ (32) = 60

(b) (3 Punkte)
spaltenweise Bestimmung der Transformationsmatrix:
o 1o = 2
sq:J@xKgﬁm):K@@x+m:J@A%x+n%§24@4m+n:2q:[0}
Séy = KB2(KB—11(€2)) = Kg,(3z) = Kp,(2(z + 1) + (z — 2)) = 2-Kp,(z+1)+ Kp,(x —2) =

20 +% =1 |

Somit ist S = [

[« )
= N
[EE—

(¢) (3 Punkte)
T ist die zu S inverse Abbildung. T' kann durch invertieren der Matrix S bestimmt werden:

si=15 to U] Lo to 1) le 1l 1] =mm
Somit ist T' = [ % _1 ]
(d) (2 Punkte)
w=s-La 7[5 ][ 2 o ][3 ]=[2 0)08 T ]-[3 2]
5. Aufgabe 10 Punkte
Gegeben seien die Matrizen Q := { E 7% } VR = { (1) 73 } und D € R*2 mit D := QR.
V2 V2

Uberpriifen Sie, ob () eine orthogonale Matrix ist.

b) @ und R sind invertierbar. Bestimmen Sie Q! und R~1.
) Bestimmen Sie | det(D~1)|. Berechnen Sie dafiir weder D noch D~!.

Stellen Sie D { (1) } als Linearkombination der Spalten von ) dar.

(a) (2 Punkte)
Die quadratische Matrix @ ist orthogonal, falls QQ” = I, gilt.
1 1 11
QQTz[@ fH 2 R =]y V=
a a -5 ;
rix.

L Lvz o v V2
Also ist @) eine orthogonale Matri

(b) (2 Punkte)
Da @ nach a) orthogonal ist, gilt Q=1 = QT
1 2|1 0| —311 1 0|1
[mm={0 QOI}IHI[OIO_

(¢) (3 Punkte)
|det(D™1)| = [det((QR)™1)| = [det(R™'Q™1)| = |det(R™") det(Q™1)| = [det(R™1)[-| det(Q™1)| =
Y +x1=1%1=

2

2
(Q~*! orthogonal, da @ nach a) orthogonal. Somit ist det(Q~!) = +1.)

SES-

| |

] = [I|R7!] Also ist R™! = { 0

Il
(][
|
S-S
V) V)

|
[T
—_

[

(d) (3 Punkte) Sei die erste Spalte von @ ¢; und die zweite Spalte g>.
0 0 2 o o
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6. Aufgabe 10 Punkte

Gegeben sei der folgende Teilraum des R*?: M := { { :1) f) } €ER??|2a+b—c= ()}.

C
(a) Uberpriifen Sie, ob die Abbildung F': M — R3 mit { 8 f } — { 5ab ] linear ist.
‘ a

(b) Uberpriifen Sie, ob C := {{ 8 Jl } , { (IJ 7'11 }} eine Basis von M ist.

(c) Geben Sie eine Menge N C R?? an, die kein Teilraum des R*? ist und begiinden Sie Thre Wahl
fiir N.

(a) (3 Punkte)
[1 1]eM,da2-1+1—3:0.

o[ =2 ][ 4] [5] 5 shre L )

F' ist nicht homogen und somit nicht linear.

(b) (5 Punkte)
Eine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. C ist linear unabéngig, da die beiden
Matrizen in C keine Vielfache voneinander sind.
C ist ein Erzeugendensystem von M, falls spanC = M gilt.

M:{[g g]€R2’2|2a+bfc:O}:{[g QGZJ |a,beR}

:{(a+b)[8 }}Jra[(l) zl}|a,b€R}:span{[8 1},[(1) 71]}:Spanc.
Also ist C eine Basis von M.

(¢) (2 Punkte)

N={[2 8] ere2ja=a?)

[é ?}EN,dal:lz.Aberz{é (1)}2{3 g}¢N,da2754:22.Nistalsonicht

abgeschlossen bzgl. Skalarmultiplikation und somit kein Teilraum des R?2.



